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Cuvant inainte

Evolutia rapidi si spectaculoasa informaticii Tn ultimile decenii se reflectatéat
in apartia a numeroase limbaje de programare, ¢dh metodele de elaborae
redactare a unor algoritmi performan

Un concept nou, care s-a dovedit foarte eficiesteecel al progra#rii orientate

pe obiect, prin obiect telegdndu-se o entitate ce cuprinde atat datele,sicat
procedurile ce opereazu ele. Dintre limbajele orientate pe obiect, lajh C++
preziné — printre multe altele — avantajul unei expiininconcise, fapt cegureaz
transcrierea Tn acest limbaj a algoritmilor redgicia pseudo-codi motiveaz
folosirea lui Tn cartea de fa Cu toate & nu este descris in detaliu, este demn de
mentionat faptul @ descrierea din Capitolul 2, impreurcu compleirile din
celelalte capitole, constituie o prezentare aproapegrak a limbajului C++.

O preocupare meritorie a acestei lucr este problema analizei eficign
algoritmilor. Prezentarea acestei probleme TncapeCapitolul 1si continud Tn
Capitolul 5. Tehnicile de analizexpuse se bazeape diferite metode, prezentate
intr-un mod rigurossi accesibil. Subliniem contrikiia autorilor in expunerea
detailati a indugiei constructivesi a tehnicilor de rezolvare a recutefor liniare.

Diferitele metode clasice de elaborare a algoribmi$unt descrise in Capitolele
6-8 prin probleme ce ilustreaZoarte clar ideile de bazsi detaliile metodelor
expuse. Pentru majoritatea problemelor tratate,e eahalizai si eficienta
algoritmului folosit. Capitolul 9 este consacrahmécilor de explo#ri Tn grafuri.
In primele seduni sunt prezentate diferite probleme privind pagerea
grafurilor. Partea final a capitolului este dedicafocurilor si cuprinde algoritmi
ce reprezint — de fapt — solti ale unor probleme de inteligehartificiala.

Cartea este redactatlar si riguros, tratand o arie ladgde probleme din domeniul
elaboarii si analizei algoritmilor. Exergiile din incheierea fiexrui capitol sunt
foarte bine alese, multe din ele fiind Tnde de soltii. De asemenea, meidit
menionate referirile interesante la istoria algoritoriki a gandirii algoritmice.

Consideim ca aceast carte va fi apreciatsi cautati de ctre tai cei ce lucreaz
n domeniul abordagi doresc 8- cunoasé& mai bine.

Leon Livovschi






n clipa cand exprimim un lucru, regim,
n mod bizar, &-1 si depreciem.

Maeterlinck

Prefata

Cartea noasirisi propune Tn primul randasfie un curssi nu o “enciclopedie” de
algoritmi. Pornind de la structurile de date celainuzualesi de la analiza
eficientei algoritmilor, cartea se concentr@aape principiile fundamentale de
elaborare a algoritmilor: greedy, divide et imperprogramare dinamig
backtracking. Interesul nostru pentru inteligerartificiala a ficut ca penultimul
capitol 4 fie, de fapt, o introducere — din punct de vedatealgoritmilor — in
acest domeniu.

Majoritatea algoritmilor selectaau o conotée estetid. Efortul necesar pentru
ntelegerea elementelor mai subtile este uneori ceamainil. Ce este TAsun
algoritm “estetic”? Putemaspunde foarte simplu: un algoritm este esteticadac
exprima mult Tn cuvinte ptine. Un algoritm estetic este oare in mod necasar
eficient? Carteaaspundesi acestor intrefri.

in al doilea rand, cartea prezinmecanismele interne egéaie ale limbajului G+
(mosteniri, legaturi dinamice, clase parametrice, ex@gép si trateaz
implementarea algoritmilor Tn conceptul prograim orientate pe obiect. Tosii
aceast carte nu este un curs complet de+C

Algoritmii nu sunt pursi simplu “transcr§i” din pseudo-cod n limbajul €+, ci
sunt regandi din punct de vedere al prograni orientate pe obiect. Sp&n ci,
dupa citirea artii, veti dezvolta aplicédi de programare orientatpe obiectsi veti
elabora implemerti ale altor structuri de date. Programe#ai fost scrise pentru
limbajul C++ descris de Ellissi Stroustrup in“The Annotated C++ Reference
Manual”. Acest limbaj se caracterizeqzin principal, prin introducerea claselor
parametricesi a unui mecanism de tratare a exddpr foarte avansat, faciliti
deosebit de importante pentru dezvoltarea de bibtio C++. Compilatoarele
GNU C++ 2.5.8 (UNIX/Linux)si Borland G++ 3.1 (DOS) supott destul de bine
clasele parametrice. Pentru tratarea exdep se pot utiliza compilatoarele
Borland C++ 4.Gsi, Tn viitorul apropiat, GNU C++ 2.7.1.

Faria a face concesii rigorii matematice, prezentaret® @stuitivi, cu numeroase
exemple. Am evitat, pe céat posibil, sitieaTn care o carte de informaiiéncepe —

" Fisierele surs ale tuturor exemplelor — aproximativ 3400 de [inii50 de fiiere — pot fi olinute
pe o dischetMS-DOS, printr-o comaridadresat editurii.

Vii
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spre disperarea ne-matematicienilor — cu celebFi¢ “... ”, sau cu o defifie. Am
incercat, pe de atparte, & evitim situgia cand totul “este evident”, sau “se
poate demonstra”. Fiecare capitol este concepudflea o mid@ poveste, cu
putine referinte si note. Multe rezultate mai tehnice sunttiolute ca exergii.
Algoritmii sunt prezentga Tntr-un limbaj pseudo-cod compac#ri detalii inutile.
Am adiugat la sfégitul fiecarui capitol numeroase exetdj multe din ele cu
solutii.

Presupunem Z cititorul are la baZ cel puin un curs introductiv in programare,
nefiindu-i stéini termeni precum algoritm, recursivitate, fureg procedui si
pseudo-cod. Exigt mai multe modalitti de parcurgere aactii. in functie de
interesulsi pregitirea cititorului, acesta poate alege oricare dimtite referitoare
la elaborarea, analiza, sau implementarea algolotmiCu excegpia pirtilor de
analizi a eficienei algoritmilor (unde sunt necesare elemente deematici
superioare), cartea poate fi parcursi de dcitre un elev de liceu. Pentru
parcurgerea seiwnilor de implementare, este recomandabitunoaterea
limbajului C.

Cartea noasir se bazeax pe cursurile pe care lgnem, Tncepand cu 1991, la
Segia de electronig si calculatoare a Universitii Transilvania din Braov. S-a
dovedit utik si experiena noast de peste zece ani in dezvoltarea produselor
software. Colectivul de procesare a imaginilor dlfC Brasov a fost un excelent
mediu Tn care am pututise dezvolim profesional. Le muumim pentru aceasta
celor care audcut parte, alturi de noi, din acest grup: Sorin CisgmeaStefan
Jozsa, Eugen Carai. Nu putemrsu ne amintim cu nostalgie de compilatorul C al
firmei DEC (pentru minicalculatoarele din seria PDRDP) pe care I-am

“descoperit” Tmpreud, cu zece ani in urin

Ca de obicei Tn astfel de sittiia numarul celor care au contribuit intr-un fel sau
altul la realizarea acesteiirti este foarte mare, cuprinzadnd profesoriistip
colegii de catedr, studenii pe care am “testat” cursurile, prietenii. Le muhim
tuturor. De asemenea, apreciefibdarea celor care ne-au suportat in cei peste doi
ani de elaborare aidii.

Spe#im s cititi aceasi carte cu aceaaplacere cu care ea a fost scris

Brasov, ianuarie 1995
Rizvan Andonie

llie Garbacea

" Autorii pot fi contactd prin pasts, la adresa: Universitatea Transilvania, Catedrelelgtronid si
calculatoare, Politehnicii 1-3, 2200 Boa, sau prin E-mail, la adresa: algoritmi&c++@Ifos.ro
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1. Preliminarii

1.1 Ce esteun algoritm?

Abu Ja'far Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi (autargan, sec. VIII-1X), a
scris o carte de matemaliccunoscui Tn traducere latih ca “Algorithmi de
numero indorum”, iar apoi ca “Liber algorithmi”, da “algorithm” provine de la
“al-Khowarizmi”, ceea ce literal inseamridin orasul Khowarizm”. Tn prezent,
acest ora se numete Khivasi se afi in Uzbechistan. Atat al-Khowarizmi, céit

alti matematicieni din Evul Mediu, felegeau prinalgoritm o reguf pe baza
cireia se efectuau calcule aritmetice. Astfel, Tnpuhlui Adam Riese (sec. XVI),
algoritmii foloseau la: duldki, Tnjumatatiri, Tnmultiri de numere. Afi algoritmi

apar n lucirile lui Stifer (“Arithmetica integra”, Nirnberg, 544) si Cardano
(“Ars magna sive de reguli algebraicis”, NuUrnberg545). Chiarsi Leibniz

vorbeste de “algoritmi de Tnmuire”. Termenul a #mas totgi multd vreme cu o
intrebuirtare destul de restraischiarsi Tn domeniul matematicii.

Kronecker (in 1886%i Dedekind (in 1888) semneaactul de ngtere al teoriei
functiilor recursive. Conceptul de recursivitate devimeisolubil legat de cel de
algoritm. Dar abia in deceniile al treilgaal patrulea ale secolului nostru, teoria
recursivititii si algoritmilor Tincepe % se constituie ca atare, prin ldcile lui
Skolem, Ackermann, Sudan, Gédel, Church, Kleenajniy Petersi altii.

Este surprinitoare transformarea gandirii algoritmice, dintr-unstrument
matematic particular, intr-o modalitate fundameftd¢ abordare a problemelor in
domenii care aparent nu au nimic comun cu materaathceast universalitate a
gandirii algoritmice este rezultatul conexiunii tfi@ algoritmsi calculator. Asizi,
intelegem prinalgoritm o metod generai de rezolvare a unui anumit tip de
problemi, metodi care se poate implementa pe calculator. Tn acestext, un
algoritm este esaa absolut a unei rutine.

Cel mai faimos algoritm este desigur algoritmul Riiclid pentru aflarea celui mai
mare divizor comun a daunumere intregi. Alte exemple de algoritmi sunt
metodele Tnitate Thscoak pentru a Tnmul/imparti doua numere. Ceea ceadnsi
generalitate ngunii de algoritm este faptulicel poate opera nu numai cu numere.
Existd astfel algoritmi algebricki algoritmi logici. Pl si o retetd culinai este
in esed un algoritm. Practic, s-a constatat mu exist nici un domeniu, oricéat ar
parea el de imprecisi de fluctuant, Tn careasnu putem descoperi sectoare
functionand algoritmic.



2 Preliminarii Capitolul 1

Un algoritm este compus dintr-o minhe finita de pai, fiecare necesitdnd una sau
mai multe opergi. Pentru a fi implementabile pe calculator, asedperaii
trebuie 4 fie in primul randdefinite, adic si fie foarte clar ce anume trebuie
executat. In al doilea rand, opeiite trebuie  fie efective, ceea ce Insearrca —

n principiu, cel ptin — o persoah dotat cu creionsi hartie trebuie % poat
efectua orice pas intr-un timp finit. De exempluitmetica cu numere intregi este
efectivd. Aritmetica cu numere reale nu estedrefectiva, deoarece unele numere
sunt exprimabile prin secvea infinite. Vom consideraacun algoritm trebuie &
se termine dupun nunir finit de operaii, Tntr-un timp rezonabil de lung.

Programul este exprimarea unui algoritm Tntr-un limbaj degmramare. Este bine
ca Tnainte de a Triita concepte generalei § acumulat deja o anuniitexperiena
practici in domeniul respectiv. Presupunana ai scris deja programe Tntr-un
limbaj de nivel Tnalt, probabilzati avut uneori dificuliti in a formula solda
pentru o problem. Alteori, poate & nu ai putut decide care dintre algoritmii care
rezolvau aceegh problent este mai bun. Aceastarte ¥ va Tnvita cum 4 evitati
aceste situgi nedorite.

Studiul algoritmilor cuprinde mai multe aspecte:

i) Elaborarea algoritmilor. Actul de creare a unui algoritm este oaactre nu
va putea fi niciodat pe deplin automatizat Este in fond vorba de
mecanismul universal al creati%iti umane, care produce noul printr-o
sintez extrem de compleide tipul:

tehnici de elaborare (reguli) + creativitate (intuitie) = solutie.
Un obiectiv major al acesteiaai este de a prezenta diverse tehnici
fundamentale de elaborare a algoritmilor. Utilizéaxkste tehnici, acumuland
si 0 anumiti experiena, veti fi capabili & concepé algoritmi eficieni.

ii) Exprimarea algoritmilor. Forma pe care o ia un algoritm intr-un program
trebuie & fie clar si concisi, ceea ce implig utilizarea unui anumit stil de
programare. Acest stil nu este Th mod obligatoegdt de un anumit limbaj de
programare, ci, mai curand, de tipul limbajulgii de modul de abordare.
Astfel, Tncepand cu anii ‘80, standardul unanim egat este cel de
programare structurat In prezent, se impune standardul progiam
orientate pe obiect.

iii) Validarea algoritmilor. Un algoritm, dup elaborare, nu trebuie in mod
necesar & fie programat pentru a demonstra functioneaz corect Tn orice
situaie. El poate fi scris inial intr-o formi precigsi oarecare. In aceast
forma, algoritmul va fivalidat, pentru a ne asigurai algoritmul este corect,
independent de limbajul Tn care va fi apoi programa

iv) Analiza algoritmilor. Pentru a putea decide care dintre algoritmii eeohi
aceeai problemi este mai bun, este nevoig definim un criteriu de apreciere
a valorii unui algoritm. Tn general, acest critesa refe# la timpul de calcul
si la memoria necesarunui algoritm. Vom analiza din acest punct de vede
toti algoritmii prezenta.
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v) Testarea programelor. Aceasta congtdin doui faze: depanare (debugging)
trasare (profiling).Depanarea este procesul exedirii unui program pe date
de testsi corectarea eventualelor erori. Dipum afirma ing E. W. Dijkstra,
prin depanare putem evidga prezema erorilor, dar nusi absema lor. O
demonstrare a faptuluiacun program este corect este mai valotodscat o
mie de teste, deoarece garanteaz programul va fungona corect Tnorice
situaie. Trasarea este procesul execirti unui program corect pe diferite
date de test, pentru a-i determina timpul de calgulmemoria neceséar
Rezultatele obtinute pot fi apoi comparate cu analiza anterioaa
algoritmului.

Aceast enumerare sergee fixarii cadrului general pentru problemele abordate in
carte: ne vom concentra pe domeniijgii) si iv).

Vom Tncepe cu un exemplu de algoritm. Este vorbaodeetod, cam ciudat la
prima vedere, de inmtiie a dod numere. Se numgée “inmulkirea a la russe”.

Vom scrie deinmuitul si inmultitorul (de exemplu 45i 19) unul 1&ng altul,
formand sub fiecare cate o colaganconform urnitoarei reguli: se imparte
numarul de sub deinmtilt la 2, ignorand fragile, apoi se Tnmukste cu 2 nurarul

45 19 19

22 38 O

11 76 76

5 152 152

2 304 O
1 608 608
855

de sub inmuitor. Se aplia regula, paa cand nunarul de sub deinmtit este 1. In
final, aduram toate numerele din coloana Tnritdrului care corespund, pe linie,
unor numere impare Tn coloana deingtului. Tn cazul nostru, ofinem:
19+ 76+ 152+ 608 = 855.

Cu toate & pare ciudat, aceasta este tehnica folasite hardware-ul multor
calculatoare. Ea preziftavantajul @ nu este necesar sse memoreze tabla de
Tnmultire. Totul se rezumla adurri si inmultiri/impartiri cu 2 (acestea din urin

fiind rezolvate printr-o simgil decalare).

Pentru a reprezenta algoritmul, vom utiliza un lapbsimplificat, numit
pseudo-cod, care este un compromis intre precizia unui limtajprogramarsi
usurinta Tn exprimare a unui limbaj natural. Astfel, eletele esenale ale
algoritmului nu vor fi ascunse de detalii de progege neimportante in aceast
faza. Dad suntei familiarizat cu un limbaj uzual de programare, vati avea nici
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o dificultate Tn a Trelege notdile folosite si in a scrie programul respectiv.
Cunoateti atuncisi diferenta dintre o funge si o procedus. In notaia pe care o
folosim, o fungie va returna uneori un tablou, o minle, sau un mesaj. Vie
intelege @ este vorba de o scriere mai comgiagtin fungie de context vg putea
alege implementarea convenabil Vom conveni ca parametrii futidor
(procedurilor) & fie transmgi prin valoare, exceptand tablourile, care vor fi
transmiseprin adresa primului element. Notaia folosita pentru specificarea unui
parametru de tip tablou va fi difedit de la caz la caz. Uneori vom scrie, de
exemplu:

procedure procl(T)

atunci cand tipuki dimensiunile tablouluilT sunt neimportante, sau cand acestea
sunt evidente din context. Intr-un astfel de cabmvnota cu # numirul de
elemente din tablouluT. Daad limitele sau tipul tabloului sunt importante, vom
scrie:

procedure proc2(T[1 .. n])
sau, mai general:
procedure proc3(T[a .. b])
In aceste cazuri, asi b vor fi consider& parametri formali.

De multe ori, vom atribui unor elemente ale unltau T valorile +o, Tntelegand
prin acestea dauvalori numerice extreme, astfel incat pentru orécalt element
T[i] avem—oco < T[i] < +oo.

Pentru simplitate, vom considera uneo#i @nhumite variabile sunt globale, astfel
Tncat 4 le putem folosi Th mod direct Tn proceduri.

latd acumsi primul nostru algoritm, cel al Tnmtitii “a la russe”:
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function russe(A, B)
arrays X, Y
{initializare}
X[1] < A; Y[1] -« B
i —« 1 {se construiesc cele ddwoloane}
while X[i] > 1 do
X[i+1] < X][i] div 2 {div reprezini Tmpartirea intreag}
Y[i+1] < Y[i]+Y[i]
i« i+l
{aduna numereleY[i] corespunitoare numereloK[i] impare}
prod — O
whilei > 0do
if X[i] este imparthen prod — prod+VY[i]
i — |_1
return prod

Un programator cu experighva observa desiguractablourile X si Y nu sunt de
fapt necesarsi cd programul poate fi simplificat cusurintd. Acest algoritm
poate fi programat deci in mai multe feluri, chifdlosind acelai limbaj de
programare.

Pe lang algoritmul de Tnmulire Tnvitat Tn scoal, iati ca mai avem un algoritm
care face acekdlucru. Exis& mai muti algoritmi care rezol¥ o problem, darsi
mai multe programe care pot descrie un algoritm.

Acest algoritm poate fi folosit nu doar pentru aninti pe 45 cu 19, dasi pentru
a Tnmuti orice numere intregi pozitive. Vom numi (45, 1@y caz (instance).
Pentru fiecare algoritm existun domeniu de definitsie al cazurilor pentru care
algoritmul fungioneaz corect. Orice calculator limiteazmarimea cazurilor cu
care poate opera. Acedditmitare nu poate fi Tnsatribuiti algoritmului respectiv.
Inca o dati, obserdm ci existi o diferena eseniala intre programai algoritmi.

1.2 Eficienta algoritmilor

Ideal este ca, pentru o probleérdati, si gasim mai muti algoritmi, iar apoi -
alegem dintre actia pe cel optim. Care este W<riteriul de compande?
Eficienta unui algoritm poate fi exprimafin mai multe moduri. Putem analiza
posteriori (empiric) comportarea algoritmului dapmplementare, prin rularea pe
calculator a unor cazuri diferite. Sau, putem azred priori (teoretic) algoritmul,
Tnaintea progra#rii lui, prin determinarea cantitativa resurselor (timp, memorie
etc) necesarea o functie de marimea cazului considerat.

Mdarimea unui cazx, notat cu | x |, corespunde formal nutrului de bii necesari
pentru reprezentarea I, folosind o codificare precis defiditsi rezonabil de
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compack. Astfel, cAnd vom vorbi despre sortaljes | va fi nunmirul de elemente
de sortat. La un algoritm numerigx | poate fi chiar valoarea numeii@ cazului
X.

Avantajul analizei teoretice este faptul ea nu depinde de calculatorul folosit, de
limbajul de programare ales, sau de indemanaregranoatorului. Ea salveaz
timpul pierdut cu programareg rularea unui algoritm care se dovetlein final
ineficient. Din motive practice, un algoritm nu gedi testat pe calculator pentru
cazuri oricat de mari. Analiza teoreiicne permite ns studiul eficienei
algoritmului pentru cazuri de oriceamme.

Este posibil 8 analizim un algoritmsi printr-o metod hibrida. In acest caz,
forma funciei care descrie eficiga algoritmului este determimatteoretic, iar
valorile numerice ale parametrilor sunt apoi detievate empiric. Aceadtmetod
permite o predige asupra compoitii algoritmului pentru cazuri foarte mari, care
nu pot fi testate. O extrapolare doar pe baza lestempirice este foarte
imprecisi.

Este natural & intretim ce unitate trebuie fologitpentru a exprima eficiaa
teoretic a unui algoritm. Un &spuns la aceastproblenmi este dat deprincipiul
invariangei, potrivit ciruia dod implemeniri diferite ale aceluig algoritm nu
difera in eficiena cu mai mult de o constanimultiplicativi. Adica, presupunéand
cd avem doa implemendri care necesitt,(n) si, respectiv,t,(n) secunde pentru a

rezolva un caz de #mime n, atunci exisi intotdeauna o constantpozitiva c,
astfel Tncatt,(n) < ct,(n) pentru oricen suficient de mare. Acest principiu este

valabil indiferent de calculatorul (de consttigcconvenionald) folosit, indiferent
de limbajul de programare aleg indiferent de indeménarea programatorului
(presupunénd & acesta nu modific algoritmul!). Deci, schimbarea calculatorului
ne poate permiteasrezolvim o probleni de 100 de ori mai repede, dar numai
modificarea algoritmului ne poate aduce o imigtire care & devim din ce in ce
mai marcant pe nmisurd ce mirimea cazului soltionat crate.

Revenind la problema uniti de misura a eficienei teoretice a unui algoritm,
ajungem la concluziaacnici nu avem nevoie de o astfel de unitate: vomrara
eficienta Tn limitele unei constante multiplicative. Vomuw® & un algoritm
necesid timp in ordinul lui t, pentru o fungie t dati, daca existi o constant
pozitiva ¢ si o implementare a algoritmului capabika rezolve fiecare caz al
problemei intr-un timp de cel mulit(n) secunde, unde este nirimea cazului
considerat. Utilizarea secundelor in acéasdiefinitie este arbitrar, deoarece
trebuie & modificim doar constanta pentru argini timpul laat(n) ore, saut(n)
microsecunde. Dato#t principiului invarianei, orice alf implementare a
algoritmului va avea acegiaproprietate, cu toateacde la o implementare la alta
se poate modifica constanta multiplicativin Capitolul 5 vom reveni mai riguros
asupra acestui important concept, nunotayie asimptoticad.
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Daci un algoritm necesittimp Tn ordinul luin, vom spune & necesii timp liniar,
iar algoritmul respectiv putemad numim algoritm liniar. Similar, un algoritm
estepatratic, cubic, polinomial, sauexponensial dac necesii timp Tn ordinul lui

n?, n3, n%, respectivc”, undek si ¢ sunt constante.

Un obiectiv major al acesteianti este analiza teoretica eficienei algoritmilor.
Ne vom concentra asupra criteriului timpului de exté. Alte resurse necesare
(cum ar fi memoria) pot fi estimate teoretic intni-mod similar. Se pot pung
probleme de compromis memorie - timp de exexru

1.3 Cazul mediu gi cazul cel mai nefavorabil

Timpul de exectie al unui algoritm poate varia considerabil chjapentru cazuri
de mirime identi@. Pentru a ilustra aceasta, vom considera doi &lgor
elementari de sortare a unui tablowe n elemente:

procedure insert(T[1 .. n])
fori « 2tondo
X« T[i]; ] <« i-1
whilej > 0and x < T[ j] do
T[j+1] < T[]
j <1

procedure select (T[1 .. n])
fori « 1ton-1do
minj « i; minx « T[i]
for j « i+1tondo
if T[j] <minxthen minj < j
minx « T[ j]

T[minj] < T[i]
T[i] <« minx

Ideea generdla sordirii prin insertie este 8 considedim pe rand fiecare element
al sirului si si 1l inse@m in subirul ordonat creat anterior din elementele
precedente. Opetia de inserare implic deplasarea spre dreapta a unei setaen
Sortareaprin selectie lucreaz altfel, plasand la fiecare pas cate un elemergalir

pe poziia lui finala.

Fie U si V douwa tablouri den elemente, undé&) este deja sortat cresdor, iar V
este sortat descregor. Din punct de vedere al timpului de exdeuV reprezini
cazul cel mai nefavorabil idd cazul cel mai favorabil.
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Vom vedea mai tarziuictimpul de exectie pentru sortarea prin selge este
patratic, independent de ordonareatiaii a elementelor. Testulif T[ j] < minx”
este executat de tot atdtea ori pentru oricarerdinbdzuri. Relativ micile varié
ale timpului de exedie se datoreazdoar nunirului de executri ale atribuirilor
din ramurathen a testului.

La sortarea prin insée, situgia este diferid. Pe de o partensert(U) este foarte
rapid, deoarece contild care controleaz bucla while este mereu fals Timpul
necesar este liniar. Pe de alparte, insert(V) necesii timp pitratic, deoarece
buclawhile este executatdei—1 ori pentru fiecare valoare a lui (Vom analiza
acest lucru in Capitolul 5).

Daca apar astfel de varii mari, atunci cum putem vorbi de un timp de exgeu
care & depindi doar de mrimea cazului considerat? De obicei consither
analiza pentru cel mai nefavorabil caz. Acest tpahalia este bun atunci cand
timpul de exectie al unui algoritm este critic (de exemplu, la twhul unei
centrale nucleare). Pe de @alparte Tn&, este bine uneoridgscunogtem timpul
mediu de exectie al unui algoritm, atunci cand el este folositfte des pentru
cazuri diferite. Vom vedeaactimpul mediu pentru sortarea prin ingereste tot
pitratic. Tn anumite cazuri Tds acest algoritm poate fi mai rapid. Existin
algoritm de sortareqglicksort) cu timp pitratic pentru cel mai nefavorabil caz, dar
cu timpul mediu Tn ordinul luinlog n. (Prin log noim logaritmul intr-o bax
oarecare, Ig este logaritmul Tn baza 2, iar In ésgaritmul natural). Deci, pentru
cazul mediugquicksort este foarte rapid.

Analiza compordrii Tn medie a unui algoritm presupune cugt@aea a priori a
distributiei probabiliste a cazurilor considerate. Din adéasauz, analiza pentru
cazul mediu este, in general, mai greu de efecwatad pentru cazul cel mai
nefavorabil.

Atunci cand nu vom specifica pentru ce caz arahizun algoritm, Thseaninca
eficienta algoritmului nu depinde de acest aspect (ci dEamirimea cazului).

1.4 Operatie elementara

O operatie elementara este o openge al cirei timp de exectie poate fi nirginit
superior de o constanhtdepinzdnd doar de particularitatea implenieint
(calculator, limbaj de programare etc). Deoarecenteresea timpul de exectie
n limita unei constante multiplicative, vom consid doar nurrul operaiilor
elementare executate Tntr-un algoritm, ghdimpul exact de execie al operailor
respective.

Urmatorul exemplu este testul lui Wilson de primalitgfteorema care &tla baza
acestui test a fost formukainitial de Leibniz Tn 1682, reluatde Wilson in 1770
si demonstrat imediat dujg aceea de Lagrange):
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function Wilson(n)
{returneaz true daci si numai daé n este prim}
if ndivide ((h—1)! + 1) then return true
else return false

Daci consideim calculul factorialuluisi testul de divizibilitate ca opetia
elementare, atunci eficigm testului de primalitate este foarte mare. Dac
considedim ca factorialul se calculedz in fundie de ndrimea lui n, atunci
eficienta testului este mai sldblLa felsi cu testul de divizibilitate.

Deci, este foarte important ce anume definim caragpe elementat. Este oare
adunarea o opefi@ elementat? In teorie, nu, deoarege ea depinde de lungimea
operanzilor. Practic, pentru operanzi de lungimeoreabik (determinai de modul
de reprezentare intei)y putem & consideim ca adunarea este o opgia
elementai. Vom considera Tn continuarea caduririle, sciderile, inmutirile,
mpartirile, operaiile modulo (restul Tmprtirii Tntregi), operaiile booleene,
comparaiile si atribuirile sunt opergi elementare.

1.5 De ce avem nevoie de algoritmi eficienfi?

Performanele hardware-ului se dubleada aproximativ doi ani. Mai are sens
atunci 4 investim in olinerea unor algoritmi eficigi? Nu este oare mai simplu
si asteptam urmitoarea genetée de calculatoare?
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Sa presupunem & pentru rezolvarea unei anumite probleme avem goram
exponenial si un calculator pe care, pentru cazuri dérime n, timpul de rulare
este de 10 x 2" secunde. Pentrm = 10, este nevoie de 1/10 secunde. Pentru
n = 20, sunt necesare aproape 2 minute. Pemtru30, 0 zi nu este de ajuns, iar
pentrun = 38, chiarsi un an ar fi insuficient. Cunfgam un calculator de 100 de
ori mai rapid, cu timpul de rulare de fox 2" secunde. Dasi acum, pentru

n = 45, este nevoie de mai mult de un an! In genatati in cazul mainii vechi
intr-un timp anumit se putea rezolva problema pem@zuln, pe noul calculator,

n acest timp, se poate rezolva cantill.

Sa presupunem acumacam gisit un algoritm cubic care rezaly pe calculatorul

vechi, cazul de @rime n in 102 x n® secunde. In Figura 1.1, putem umincum
evolueaz timpul de rulare in funée de mirimea cazului. Pe durata unei zile,
rezolvaim acum cazuri mai mari decéat 200, iar in aproximath an am putea
rezolva chiar cazuh = 1500. Este mai profitabilasinvestim Tn noul algoritm
decat intr-un nou hardware. Desigur, 8lace permitem & investim atat in
software cati in hardware, noul algoritm poate fi rulgitpe noua mgina. Curba

10 x n® reprezing aceast din urmi situgie.

Pentru cazuri de amime mici, uneori este toti mai rentabil & investim intr-o

timpul de a
calcul (sec.)

10° e 0zl

le 0 ord

2
10 - .
l¢- un minut

10 10°%5°

o secunda

1 1 1 1 »
»

5 10 15 20 25 30 35 40 marimea
cazului

Figura 1.1 Algoritmi sau hardware?
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nouw masini, nusi Tntr-un nou algoritm. Astfel, pentrn = 10, pe msaina veche,

algoritmul nou necesit 10 secunde, adicde o sui de ori mai mult decat
algoritmul vechi. Pe vechiul calculator, algoritmobu devine mai performant
doar pentru cazuri mai mari sau egale cu 20.

1.6 Exemple

Poate & va intrebai daci este intr-adeir posibil ¢1 acceleim atat de spectaculos
un algoritm. Rispunsul este afirmatiyi vom da cateva exemple.

1.6.1 Sortare

Algoritmii de sortare prin insegie si prin seletie necesid timp patratic, atat in
cazul mediu, cati in cazul cel mai nefavorabil. Cu toaté acsti algoritmi sunt
exceleni pentru cazuri mici, pentru cazuri mari avem algmi mai eficierti. in
capitolele urnitoare vom analizai alti algoritmi de sortareheapsort, mergesort,
quicksort. Toti acestia necesid un timp mediu Tn ordinul lun log n, iar heapsort
si mergesort necesid timp in ordinul luin log n si Tn cazul cel mai nefavorabil.

Pentru a ne face o idee asupra difeegrdintre un timp ptratic si un timp in
ordinul lui nlog n, vom meniona &, pe un anumit calculatoquicksort a reuit
si sorteze Tn 30 de secunde 100.000 de elementéminde sortarea prin insge
ar fi durat, pentru acegacaz, peste nauore. Pentru un nufin mic de elemente
insa, eficienta celor dod sortiri este asemnatoare.

1.6.2 Calculul deter minantilor

Fie det(M ) determinantul matricii
M=(@ij=1 .n

si fie M; submatricea dent-1) x (n-1) elemente, oftnutda din M prin stergerea
celei de-ai-a linii si celei de-aj-a coloane. Avem binecunoscuta defiai
recursii

det(M )=§n: 1)"'ay; detMy; )
j=1

Daci folosim aceadt relaie pentru a evalua determinantul,totem un algoritm
cu timp Tn ordinul luinl, ceea ce este maiu decéat exponaral. O alé metod
clasici, eliminarea Gauss-Jordan, nec&sitimp cubic. Pentru o anunait
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implementare s-a estimaii,cin cazul unei matrici de 20 x 20 elemente, inptice
algoritmul Gauss-Jordan duread/20 secunde, algoritmul recursiv ar dura mai
mult de 10 milioane de ani!

Nu trebuie tra% de aici concluzia & algoritmii recursivi sunt in mod necesar
neperformarti. Cu ajutorul algoritmului recursiv al lui Strassepe care 1l vom
studiasi noi Tn Set¢iunea 7.8, se poate calcula d&t() Tntr-un timp in ordinul lui

n®’ unde lg 702,81, deci mai eficient decat prin eliminarea Gausrdan.

1.6.3 Cd mai maredivizor comun

Un prim algoritm pentru aflarea celui mai mare diwmi comun al Tntregilor
pozitivi msi n, notat cu cmmdan, n), se bazeazpe defintie:

function cmmdc-def (m, n)
i « min(m,n)+1
repeat i — i—1until i divide pemsin
return i

Timpul este Tn ordinul difereri dintre minf, n) si cmmdcfn, n).

Exista, din fericire, un algoritm mult mai eficient, canei este altul decéat celebrul
algoritm al lui Euclid.

function Euclid(m, n)
if n=0 then returnm
else return Euclid(n, m mod n)

Prin m mod n notam restul Tmgrtirii intregi a luim la n. Algoritmul fundioneaz
pentru orice intregi nenuf si n, avand la baz cunoscuta proprietate

cmmdcfn, n) = cmmdch, m mod n)

Timpul este in ordinul logaritmului lui ming n), chiar si in cazul cel mai
nefavorabil, ceea ce reprezinb Tmburitatire substatiala fata de algoritmul
precedent. Pentru a fi ex@actrebuie & mentionam ca algoritmul originar al lui
Euclid (descris Tn Elemente”, aprox. 300 a.Ch.) opereaprin saderi succesive,
si nu prin Tmpgirtire. Interesant este faptuk cacest algoritm se parei @rovine
dintr-un algoritmsi mai vechi, datorat lui Eudoxus (aprox. 375 a.Ch.)

1.6.4 Numerdelui Fibonacci

Sirul lui Fibonacci este definit prin uritoarea recure:
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fp=0;, f;=1

fp="F._1+f,_, pentru n=2
Acest celebrusir a fost descoperit Tn 1202 datee Leonardo Pisano (Leonardo
din Pisa), cunoscut sub numele de Leonardo Fiban&el de-aln-lea termen al
sirului se poate otine direct din definie:

function fib1(n)
if n<2 then returnn
else return fibl(n-1) + fib1(n-2)

Aceasli metodi este foarte ineficiefif deoarece recalculeazle mai multe ori
aceleai valori. Vom atita in Sedunea 5.3.1 & timpul este Tn ordinul lug", unde

Q= (1+\/§)/2 estesectiunea de aur, deci este un timp expongal.

lata acum o alt metodi, mai performari, care rezol¥ aceea problenmi intr-un
timp liniar.

function fib2(n)
i« 1;j<0
fork « 1tondo j < i+]
return j

Mai mult, exist si un algoritm cu timp in ordinul lui log, algoritm pe care 1l
vom argumenta Trisabia Tn Capitolul 7:

function fib3(n)
i« 1;j 0 ke<0O;he<1
whilen > 0do
if n este impathen t < jh

| < ih+jk+t
i« ik+t
t < h?
h « 2kh+t
k « K2+t
n — ndiv?2
return j

Vi recomandm si compara acesti trei algoritmi, pe calculator, pentru diferite
valori ale luin.
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1.7 Exercifii

1.1 Aplicati algoritmii insert si select pentru cazurileT = [1, 2, 3, 4, 5, 6]si
U=16,5, 4,3, 2, 1]. Asigut&va ca ati inteles cum funtioneaz.

1.2 Inmultirea “a la russe” este cunosauinci din timpul Egiptului antic,
fiind probabil un algoritm mai vechi decét cel ai Euclid. Incerca sa intelegei
rationamentul care tla baza acestui algoritm de inniué.

Indicatie: Facei legatura cu reprezentarea birar
1.3 Tn algoritmul Euclid, este important ca = m ?

1.4 Elaborai un algoritm care &returneze cel mai mare divizor comun a trei
intregi nenuli.

Solutie:

function Euclid-trei(m, n, p)
return Euclid(m, Euclid(n, p))

15 Programa algoritmul fibl Tn dod limbaje diferitesi rulati comparativ
cele dod programe, pe mai multe cazuri. Verificalaca este valabil principiul
invarianei.

1.6 Elaborai un algoritm care returnedzcel mai mare divizor comun a doi
termeni de rang oarecare dimul lui Fibonacci.

Indicatie: Un algoritm eficient se aine folosind urnitoarea proprietate
valabila pentru oricare doi termeni airului lui Fibonacci:

cmmdc(fy, fy) = femmdem, n)

01
1.7 Fie matriceai\/l=(1 1]. Calculgi produsul vectorului €,_,, f,) cu

matriceaM ™, undef _, si f, sunt doi termeni consecutivi oarecaresaului lui
Fibonacci.

" Aceasl surprinztoare proprietate a fost descopifit 1876 de Lucas.



2. Programare
orientata pe obiect

Desi aceasi carte este dedicafin primul rdnd analizesi elabo#grii algoritmilor,
am considerat util&sfolosim numergii algoritmi care sunt studfaca un pretext
pentru introducerea elementelor de basde prograririi orientate pe obiect Tn
limbajul C++. Vom prezenta in capitolul de tlanctiuni fundamentale legate de
obiecte, limbajul G+ si de abstractizarea datelor in+€ urménd ca, pe baza
unor exemple detaliatea Tontuam Tn capitolele urritoare din ce Tn ce mai clar
tehnica prografrii orientate pe obiect. Scopul u#mt este de a surprinde acele
aspecte strict necesare fairi unei impresii juste asupra progrémni orientate pe
obiect Tn limbajul G+, si nu de a substitui cartea detfaunui curs complet de
C++.

2.1 Conceptul de obiect

Activitatea de programare a calculatoarelor airap la sfasitul anilor ‘40.
Primele programe au fost scrise Tn limbaj sind si de aceea depindeau 1in
intregime de arhitectura calculatorului pentru carau concepute. Tehnicile de
programare au evoluat apoi Tn mod natural spre tomai nefi separare ntre
conceptele manipulate de programg reprezenirile acestor concepte in
calculator.

In fata complexittii crescande a problemelor care se cereau tBmiate,
structurarea programelor a devenit indispengalfitoala de programare Algol a
propus la Tnceputul anilor ‘60 o abordare dev&riittre timp clasiga. Conform
celebrei ecugdi a lui Niklaus Wirth:

algoritmi + structuri de date= programe

un program este format din doyarti total separate: un ansamblu de proceduri
un ansamblu de date asupraara acioneaz procedurile. Procedurile sunt privite
ca si cutii negre, fiecare avand de rezolvat o andnsarcira (de ficut anumite
preluciri). Aceast modalitate de programare se nuyteeprogramare dirijati de
prelucrari. Evolutia calculatoarelosi a problemelor de programare actit ca in
aproximativ zece ani programarea dirjatle preluciri si devini ineficient.
Astfel, chiar dag un limbaj ca Pascal-ul permite o bustructurare a programului
in proceduri, este posibil ca o schimbare relatinoni Tn structura dateloras
provoace o dezorganizare maja procedurilor.

14
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Inconvenientele prograinii dirijate de preluciri sunt eliminate prin
incapsulareadatelorsi a procedurilor care le manipuleaintr-o singué entitate
numita obiect Lumea exterioar obiectului are acces la datele sau procedurile lui
doar prin intermediul unor opeiia care constituie interfara obiectului.
Programatorul nu este obligati scunoasé reprezentarea fizic a datelorsi
procedurilor utilizate, motiv pentru care poatetarabiectul ca pe o cutie neagr
cu un comportament bine precizat. Acéasaracteristi@ permite realizarea unor
tipuri abstracte de dateEste vorba de obiecte inzestrate cu o intérfain care
se specifid interagiunile cu exteriorul, singura modalitate de a coneancu un
astfel de obiect fiind invocarea intetéé sale. In terminologia specific
prograndrii orientate pe obiect, procedurile care formgazterfaa unui obiect se
numesc metode Obiectul este singurul responsabil de maniera chare se
efectueaz operaiile asupra lui. Apelul unei metode este doar oecer unmesaj
al apelantului care solicitexecutarea unei anumitetami. Obiectul poate refuza
si 0 execute, sau, la fel de bine, o poate transmitai alt obiect. In acest
context, programarea devirdirijatad de date si nu de prelucirile care trebuie
realizate.

Utilizarea consecveita obiectelor conférprogranirii urmitoarele caliiti:

» Abstractizarea datelar Nu este nevoie de a cumgd@a implementareasi
reprezentarea inteina unui obiect pentru a-i adresa mesaje. Obiecadidke
singur maniera de exetia a operdei cerute in functie de implementarea
fizica. Este posibil supraindrcarea metodelor, Tn sensu ka acelea mesaje,
obiecte diferite &spund Tn mod diferit. De exemplu, este foarte condeda
desemna printr-un simbol unie;, adunarea intregilor, concatenargeurilor
de caractere, reuniunea miuaiilor etc.

e Modularitate Structura programului este determihain mare misurd de
obiectele utilizate. Schimbarea defiiflor unor obiecte se poate face cu un
minim de implicaii asupra celorlalte obiecte utilizate Tn program.

« Flexibilitate. Un obiect este definit prin comportamentdlusgraie existenei
unei interfee explicite. El poate fi foartesor introdus intr-o bibliotex pentru
a fi utilizat ca atare, sau pentru a construi riputi prin mastenire, adica prin
specializaresi compunere cu obiecte existente.

« Claritate. Tncapsularea, posibilitatea de suprdimare si modularitatea
intiresc claritatea programelor. Detaliile de implenzgrt sunt izolate de
lumea exterioar, numele metodelor pot fi alese cat mai naturalilpibsiar
interfetele specifié precissi detaliat modul de utilizare al obiectului.

2.2 Limbajul C ++

Toate limbajele de nivel Tnalt, de la FORTRAN laSH, permit adaptarea unui stil
de programare orientat pe obiect, dar numai catefeadi mecanismele pentru
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utilizarea direct a obiectelor. Din acest punct de vedere, fitgdm dow mari
categorii de limbaje:

* Limbaje care ofexr doar facilititi de abstractizarea dateler incapsulare, cum
sunt Adasi Modula-2. De exemplu, Tn Ada, datelg procedurile care le
manipuleai pot fi grupate Tntr-un pachet (package).

* Limbaje orientate pe obiect, care adaugbstractizrii datelor naiunea de
mostenire.

Desi definitile de mai sus restrang mult mirhea limbajelor calificabile ca
“orientate pe obiect”, aceste limbaj&man totyi foarte diverse, atat din punct de
vedere al conceptelor folosite, céi datoriti modului de implementare. S-au
conturat trei mari familii, fiecare accentuadnd unueit aspect al nounii de
obiect: limbaje de clase, limbaje de cadre (framge$imbaje de tip actor.

Limbajul C++  apatine familiei limbajelor de clase. @lasi este un tip de date
care descrie un ansamblu de obiecte cu agestauctusi si acelgi comportament.
Clasele pot fi imbodgtite si completate pentru a defini alte familii de obiecin
acest mod se alm ierarhii de clase din ce Tn ce mai specializat@,e mastenesc
datelesi metodele claselor din care au fost create. Dimgitude vedere istoric
primele limbaje de clase au fost Simula (19%BBSmalltalk-80 (1983). Limbajul
Simula a servit ca model pentru o intielgnie de limbaje caracterizate printr-o
organizare statica tipurilor de date.

Sa vedem acum care sunt principalele deosebiri difitnbajele Csi C++, precum
si modul Tn care s-au implementat iftie/iesirile Tn limbajul C++.

2.2.1 Diferentele dintre limbajele Csi C++

Limbajul C, foarte lejer Tn privita verificarii tipurilor de date, las
programatorului o libertate depklin Aceasi libertate este o suispermanent de
erori si de efecte colaterale foarte dificil de depanaimhajul C++ a introdus o
verificare foarte strict a tipurilor de date. In particular, apelul oricafenctii
trebuie precedat déeclarareafunctiei respective. Pe baza decldiar, prin care
se specifid numarul si tipul parametrilor formali, parametrii efectiviopt fi
verificati Tn momentul compdirii apelului. Tn cazul unor nepotriviri de tipuri,
compilatorul Tncearx realizarea corespondgz (matching prin invocarea unor
conversii, semnalénd eroare doar @lac giseste nici o posibilitate.

float maxim( float, float );
float x = maxim( 3, 2.5);

Limbaj dezvoltat de Bjarne Stroustrup la incepatilor ‘80, in cadrul laboratoarelor Bell de la
AT&T, ca o extindere orientafpe obiect a limbajului C.
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Tn acest exemplu, funi@ maxim() este declaratca o fungie de tipfloat cu doi
parametri tot de tigloat , motiv pentru care constanta Tntréag este convertit
in momentul apelului la tipulloat . Declaraia unei funcii const Tn prototipul
fungiei, care corine tipul valorii returnate, numele futiei, numarul si tipul
parametrilor. Diferera dintre definitie si declaraie — nagiuni valabile si pentru
variabile — congt Tn faptul @ definitia este o declatee care provoat si
rezervare de spia sau generare de cod. Declararea unei varialgldase prin
precedarea obligatorie a defii@i de cuvantul cheiextern . Si o declaraie de
functie poate fi precedatde cuvantul cheiextern , accentuand astfelacfunctia
este definii altundeva.

Definirea unor fundi foarte mici, pentru care procedura de apel timdedureze
mai mult decat executarea propriud#isse realizeaz Tn limbajul G-+ prin
functiile inline

inline float maxim( float x, float y ) {
putchar('r'); return x > y? x:y;

Specificarea inline este doar orientatiiv si indica compilatorului @ este
preferabil de a Tnlocui fiecare apel cu corpul ftiac apelate. Expandarea unei
functii inline  nu este o simglsubstituie de text in progamul sutsdeoarece se
realizeaZ prin pastrarea semanticii apelului, deci inclusiv a vedidfii
corespondetei tipurilor parametrilor efectivi.

Mecanismul de verificare a tipului lucreaintr-un mod foarte flexibil, pernénd
atat existeta fungiilor cu un nunir variabil de argumente, céi a celor
supraineircate. Supraindrcarea permite existem mai multor fundi cu acelai
nume, dar cu paremetri diferri Eliminarea ambiguiitii care apare in momentul
apelului se rezoly pe baza nu#rului si tipului parametrilor efectivi. lat, de
exemplu, o akt functie maxim() :

inline int maxim(int x, inty ) {
putchar('i'); return x > y? x: y;

(Prin apelarea funteei putchar() , putem afla care din cele dddunctii maxim()
este efectiv invoca).

In limbajul C++ nu este obligatorie definirea variabilelor localeict la Tnceputul
blocului de instruguni. In exemplul de mai jos, tabloduf si Tntreguli pot fi
utilizate din momentul definiriisi pama la sfagitul blocului in care au fost
definite.
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#define DIM 5

void f( ) {
int buf[ DIM [;

for (inti=0;i<DIM;)

buf[ i++ ] = maxim( i, DIM -i);
while (--i)

printf( "%3d ", buf[i]);

In legitura cu acest exempluasnai notim si faptul c instrugiuneafor permite
chiar definirea unor variabile (variabiiain cazul nostru). Variabilele definite Tn
instruaiuneafor pot fi utilizate la nivelul blocului acestei insftetiuni si dupa
terminarea execitii ei.

Desi transmiterea parametrilor in limbajul C se faaemai prin valoare, limbajul
C++ autorizeaz Tn egal misurd si transmiterea prinreferingg. Referirele,
indicate prin caracteru8, permit accesarea in scriere a parametrilor efgctira
transmiterea lor prin adrese. datun exemplu in care o procedumterschimh
(swap) valorile argumentelor.

void swap( float& a, float& b ) {
float tmp = a; a = b; b = tmp;

}

Referinele eviti duplicarea provocatde transmiterea parametrilor prin valoare
sunt utile mai ales Tn cazul transmiterii unor sturi. De exemplu, presupunand
existena unei structuri de tigtruct  punct ,

struct punct {
float x; /* coordonatele unui */
floaty; /* punctdin plan */

urmitoarea funge transforni un punct Tn simetricul lui @ de cea de a doua
bisectoare.

void sim2( struct punct& p ) {
swap( p.Xx, p.y ); // p.x si p.y se transmit prin
/I referinta si nu prin valoare

) p-X=-p.X;p.y=-p.y;

Parametrii de tip referti pot fi protejai de modificiri accidentale prin
declararea loconst .
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void print( const struct punct& p ) {
/I compilatorul interzice orice tentativa
/I de a modifica variabila p
printf( "(%4.1f, %4.1f) ", p.x, p.y );

Caracterele/ indica faptul c restul liniei curente este un comentariu. Pe Fng
aceast modalitate nofi de a introduce comentarii, limbajul+€ a preluat din
limbajul Csi posibiliatea Tncadirii lor intre /* si */ .

Atributul const poate fi asociat nu numai parametrilor formaligicunor defintii
de variabile, a #&ror valoare este specificatin momentul compdrii. Aceste
variabile sunt variabile read-only (constante), @mxe nu mai pot fi modificate
ulterior. Tn limbajul C, constantele pot fi defiritdoar prin intermediul directivei
#define , care este o suisfoarte puternig de erori. Astfel, Tn exemplul de mai
jos, constanta intredglim este o variab#l propriu-zigi accesibii doar Tn funga
g) . Daa ar fi fost definiti prin #define (vezi simbolulDIM utilizat Tn fungia
f) de mai sus) atunci orice identificataim, care apare dupdirectiva de
definire si pard la sfasitul fisierului surg, este inlocuit cu valoarea respedtiv
fara nici un fel de verifidri sintactice.

void g() {
const int dim = 5;
struct punct buf] dim J;
for (inti=0;i<dim;i++){
buf[i]x=1i;
buf[i]ly=dim/2.-1i

sim2( buf[i]);
print( buf[i]);
}

}

Pentru a otine un prim program in C++, nu avem decétasiugaim obisnuitul
#include <stdio.h>

precumsi functia main()

int main( ) {
puts( "\n main.");

puts("\n ()" ); f();
puts("\n g()"); 9();
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puts( "\n ---\n");
return O;

}

Rezultatele otinute Tn urma rurii acestui program:

(%(g -0.0) (-1.5, -1.0) (-0.5, -2.0)
(0.5, -3.0) (1.5, -4.0)

suprind prin faptul & functia float maxim( float, float ) este invocat
fnaintea fungei main() . Acest lucru este normal, deoarece variabilatrebuie
initializatd Tnaintea lan&ii in execuie a fungiei main() .

2.2.2 Intr ari/iesiri in limbajul C ++

Limbajul C++ permite definirea tipurilor abstracte de date piitermediul
claselor. Clasele nu sunt altceva decat genemalede structurilor din limbajul C.
Ele conin date membre, adicvariabile de tipuri predefinite sau definite de
utilizator prin intermediul altor clase, precugn functii membre, reprezentand
metodele clasei.

Cele mai utilizate clase € sunt cele prin care se realizéaintrarile si iegirile.
Reamintim @ Tn limbajul C, intérile si iesirile se fac prin intermediul unor fugic
de bibliote@ cum suntscanf()  si printf() , fundii care permit citirea sau
scrierea numai a datelor (variabilelor) de tipuriegefinite ¢har , int , float
etc.). Biblioteca standard asodiabricirui compilator G+, corntine ca suport
pentru opergile de intraresi iesire nu simple fungi, ci un set de clase adaptabile
chiar si unor tipuri noi, definite de utilizator. Acedsbiblioteci este un exemplu
tipic pentru avantajele oferite de programarea mtdé& pe obiect. Pentru fixarea
ideilor, vom folosi un program care deterritermenul de rang al sirului lui
Fibonacci prin algoritmufib2 din Setiunea 1.6.4.



Sectiunea 2.2 Limbajul C++ 21

#include <iostream.h>

long fib2(intn) {

longi=1,j=0;

for(intk=0; k++<n;j=i+ji=j-i);
return j;

}

int main( ) {

cout << "\nTermenul sirului lui Fibonacci de rang L

int n;
cin >>n;

cout << " este " << fib2(n);
cout << '\n";

return O;

Biblioteca standard €+ contine defintiile unor clase care reprezintdiferite
tipuri de fluxuri de comunicade (stream -uri). Fiecare flux poate fde intrare de
iesire, sau deintrare/iesire. Operaia primaia pentru fluxul de igire este
inserareade date, iar pentru cel desiee esteextragereade date. Kierul prefix
(header)iostream.h  corntine declardile fluxului de intrare (clasastream ), ale
fluxului de iesire (clasaostream ), precumsi declaraiile obiectelorcin si cout :

extern istream cin;
extern ostream cout;

Operaiile de inserareai extragere sunt realizate prin fufite membre ale claselor
ostream si istream . Deoarece limbajul € permite existera unor fungii care
supraincarg o parte din operatorii predefiii s-a convenit ca inserarea se faé
prin supraincarcarea operatorului de decalare #ags <<, iar extragerea prin
supraindrcarea celui de decalare la dreaptaz. Semnificaia secverei de
instruaiuni

cin >>n;
cout << " este " << fib2(n);

este deci uritoarea: se citge valoarea luin, apoi se afieaz sirul " este "
urmat de valoarea returriatle fungia fib2()

Fluxurile de comunicige cin si cout lucreaz Tn mod implicit cu terminalul
utilizatorului. Casi pentru programele scrise Tn C, este podgibigdirectarea lor
spre alte dispozitive sau in diferitesiBre, Tn funcie de dorina utilizatorului.
Pentru sistemele de operare UNIX DOS, redirecirile se indié adiugand
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comenzii de lansare Tn exgoel a programului, argumente de formmaume-
fisier-iesire , Sau <nume-fisier-intrare . In iostream.h mai este definit
incd un flux de igire numit cerr , utilizabil pentru semnalarea unor cotidide
excepie. Fluxul cerr este legat de terminalul utilizatorulwi nu poate fi
redirectat.

Operatorii de inserare<€) si extragere ¥>) sunt, la randul lor, supraificati
astfel incat operandul drept gpoat fi de orice tip predefinit. De exemplu, in
instruaiunea

cout << " este " << fib2(n);

se va apela operatorul de inserare cu argumentaptdde tip char* . Acest
operator, cai toti operatorii de inserargi extragere, returnedzoperandul stang,
adica stream- ul. Astfel, invocarea a doua aam operatorului de inserare are
sens, de acesatlati alegandu-se cel cu argumentul drept deldiyg . In prezent,
biblioteca standard de intraregiee are in jur de 4000 de linii de cogl, contine
15 alternative pentru fiecare din operatokk si >>. Programatorul poate
supraindrca Tn continuare agd operatori pentru propriile tipuri.

2.3 Clase in limbajul C ++

Ruland programul pentru determinarea termenilorglinl lui Fibonacci cu valori
din ce in ce mai mari ale lui, se obser¥ ca rezultatele nu mai pot fi reprezentate
intr-un int , long sauunsigned long . Soluia care se impune este de a limita
ranguln la valori rezonabile reprezeirti alese. Cu alte cuvinten nu mai este de
tip int , ci de un tip care limitedizvalorile intregi la un anumit interval. Vom
elabora o clas corespunitoare acestui tip de intregi, ckasatila multor programe
in care se cere mé@nerea unei valori intre anumite limite.

Clasa se numge intErval , si va fi implementai in dow variante. Prima varia#t
este realizat in limbajul C. Nu este o claspropriu-zisi, ci o structui care
confirma faptul c orice limbaj permite adaptarea unui stil de progaae orientat

pe obiectsi scoate Tn evide#i inconvenientele generate de lipsa mecanismelor de
manipulare a obiectelor. A doua varianéste scris in limbajul C++. Este un
adevirat tip abstract aleacui calitati suntsi mai bine conturate prin compara

cu (pseudo) tipul elaborat in C.
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2.3.1 Tipul i nt Erval in limbajul C

Reprezentarea inteina tipului conine trei membri de tip Tntreg: marginile
intervalului si valoarea propriu-zis Le vom grupa intr-o structaircare, prin
intermediul instrudunii typedef, devine sinonird cu intErval

typedef struct {
int min; /* marginea inferioara a intervalului */
int max; /* marginea superioara a intervalului */
intv; /*valoarea, min <=v, v < max */
}intErval;

Variabilele (obiectele) de tifntErval se definesc folosind sintaxa uzaadin
limbajul C.

intErval numar ={ 80, 32, 64 };
intErval indice, limita;

Efectul acestor defigii consti in rezervarea de spia pentru fiecare din datele
membre ale obiectelonumar, indice si limita . Tn plus, datele membre din
numar sunt intializate cu valorile 80rfin), 32 (maX si 64 (v). Initializarea, dei
corecti din punct de vedere sintactic, face imposiblunctionarea tipului
intErval , deoarece marginea inferidanu este mai mic decéat cea superioar
Deocamdat nu avem nici un mecanism pentru a evita astfesitiestii.

Pentru manipularea obiectelor de fijtErval , putem folosi atribuiri la nivel de
structui:

limita = numar;

Astfel de atribuiri se numesatribuiri membru cu membrudeoarece sunt realizate
intre datele membre corespubaare celor dodi obiecte implicate Tn atribuire.

O altd posibilitate este accesul direct la membri:

indice.min = 32; indice.max = 64;
indice.v = numar.v + 1;

Selectarea diregta membrilor incalt proprietitile fundamentale ale obiectelor.
Reamintim & un obiect este manipulat exclusiv prin integfasa, structura lui
internd fiind Tn general inaccesikil

Comportamentul obiectelor este realizat printr-wt de metode implementate Tn
limbajul C ca fundi. PentruintErval , acestea trebuieagpermit Tn primul rand
selectarea, atat in scriere Gafin citire, a valorii propriu-zise date de membmul
Funaia de scrieretr()  verifica incadrarea noii valori in domeniul admisibil, iar
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functia de citireval() pursi simplu returneaz valoareav. Practic, aceste dau
functii implementeaz o forma de Tncapsulare, izoland reprezentarea intean
obiectului de restul programului.

int atr( intErval *pn, inti) {
return pn->v = verDom( *pn, i );

}

int val( intErval n) {
return n.v;

}
Fungia verDom() verifica Tncadrarea in domeniul admisibil:

int verDom( intErval n, inti) {
if (i <n.min|[i>=n.max) {

fputs( "\n\nintErval -- valoare exterioara.\n\n ", stderr);
exit( 1);
P
return i;
}
Utilizadnd consecvent cele daunetode ale tipuluintErval , obtinem obiecte ale

caror valori sunt cu certitudine ntre limitele adntide. De exemplu, utilizand
metodeleatr() sival() , instrugiunea

indice.v = numar.v + 1;

devine

atr( &indice, val( numar ) + 1);

Deoarecenumar are valoarea 64, iar domeniuhdice- lui este 32, ..., 64,
instrugiunea de mai sus semnaldadepisirea domeniului variabileindice si
provoad terminarea execitii programului.

Aceast implementare este departe de a fi complgtcomod de utilizat. Nu ne
referim acum la aspecte cum ar fi citirea (sau ex@a) obiectelor de tip
intErval , operaie rezolvabif printr-o funaie de genul

void cit( intErval *pn ) {

inti;
scanf( "%d", &i);
atr(pn, i);

ci la altele, mult mai delicate, cum ar fi:
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I, Evitarea unor inializari eronate din punct de vedere semanfiénterzicerea
utilizarii obiectelor neingializate:

intErval numar = {80,32,64}; // obiect incorect ini tializat
intErval indice, limita;  // obiecte neinitializ ate

I, Interzicerea modifigrii necontrolate a datelor membre:

indice.v = numar.v + 1;

I; Sintaxa foarte Tnircata, diferita de sintaxa oBnuita Tn manipularea tipurilor
intregi predefinite.

In concluzie, aceast implementare, in loc i ne simplifice activitatea de
programare, mai mult a complicat-o. Cauza nu es®& tonceperea gséta a
tipului intErval  , ci lipsa facili@tilor de manipulare a obiectelor din limbajul C.

2.3.2 Tipul i nt Erval in limbajul C++

Clasele se aofin prin completarea structurilor uzuale din limblaj® cu setul de
functii necesar implemedtii interfetei obiectului. Tn plus, pentru realizarea
izolarii reprezenirii interne de restul programului, figéui membru i se asociaz
nivelul de Tncapsulareublic sauprivate . Un membrupublic corespunde, din
punct de vedere al nivelului de accesibilitate, rbeitor structurilor din limbajul
C. Membrii private  sunt accesibili doar frdomeniul clasei adic Tn clasa
propriu-zisi si n toate fungile membre. Tn clasatErval , membrii publici sunt
doar fungiile atr() si val() , iar membriiverDom() , min, maxsi v sunt privai.

class intErval {
public:
int atr(int);
intval() { returnv; }

private:
int verDom( int );

int min, max;
intv;

k

Obiectele de tipntErval  se definesc cai n limbajul C.
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intErval numar;
intErval indice, limita;

Aceste obiecte pot fi atribuite intre ele (fiindrstturi atribuirea se va face
membru cu membru):

limita = numatr;

si pot fi initializate (tot membru cu membru) cu un obiect delagaip:

intErval cod = numar;

Selectarea membrilor se face prin ndta utilizate pentru structuri. De exemplu,
dupd executarea instrdiunii

indice.atr( numar.val() + 1);

valoarea obiectuluindice va fi valoarea obiectuluhumar, incrementat cu 1.
Aceast operaie poate fi descrissi prin intrugiunea

indice.v = numar.v + 1;

care, dei corech din punct de vedere sintactic, este incotesgmantic, deoarece
v este un membrprivate , deci inaccesibil prin intermediul obiectelmdice si
numar-.

Dupa cum se obsegy au disfarut argumentele de tiptErval* si intErval ale

functiilor atr() , respectivval() . Cauza este faptulacfunctile membre au un
argument implicit, concretizat Tnobiectul invocator adic obiectul care
selecteaz functia. Este o conveie care Tndreste si mai mult atributul de funige

membé (metodi) deoarece permite invocarea unei astfel de fiumumai prin

obiectul respectiv.

Definirea funtiilor membre se poate face fie Tn corpul clasee fh exteriorul
acestuia. Fundle definite in corpul clasei sunt considerate liof inline , iar
pentru cele definite in exteriorul corpului se inmgu precizarea statutului de
functie memb#. Tnainte de a defini funile atr() si verDom() , si obserdm ci
functia val() , definita Tn corpul claseiintErval , Tncala de dod ori cele
precizate pamaici. In primul rand, nu selecteamembrulv prin intermediul unui
obiect, iar in al doilea rand, este privat! Dag functia val() ar fi fost o funtie
obisnuita, atunci observia ar fi fost cat se poate de corg&ctDar val() este
functie membé si atunci:

* Nu poate fi apeldtdecat prin intermediul unui obiect invocatgrtoti membrii
utilizati sunt membrii obiectului invocator.
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« Incapsularea unui membru fumieneaz doar in exteriorul domeniului clasei.
Fungiile membre fac parte din acest domeniuau acces la td membrii,
indiferent de nivelul lor de incapsulare.

Specificarea atributului de furie memb# se face precedand numele ftiec de
operatorul domeniu: si de numele domeniului, care este chiar numele ailas
Pentru asigurarea consistenclasei, fundile membre definite Tn exterior trebuie
obligatoriu declarate in corpul clasei.

int intErval::verDom( int i) {
if (i<min||i>=max){
cerr <<"\n\nintErval -- " <<i
<< ": valoare exterioara domeniului [ "
<< min <<", " << (max - 1) << " 1.\n\n";
exit( 1);

return i;

}

int intErval::atr( inti) {
return v = verDom( i );
/l verDom(), fiind membru ca si v, se va invoca p entru
/I obiectul invocator al functiei atr()

}

Din cele trei inconveniente méonate n finalul Segunii 2.3.1 am rezolvat, p&n
n acest moment, doar inconvenientyl del care se reférla incapsularea datelor.
In continuare ne vom ocupa dg hdia de simplificarea sintaxei.

Limbajul C++ permite nu numai supratiicarea fundilor, ci si a majorittii
operatorilor predefini. In general, sunt posibile dau modaliiti de
supraindrcare:

» Ca fungii membre, caz Tn care operandul stang este impdibiect invocator.

e Ca funaii nemembre, dar cu congd ca cel ptin un argument (operandj sie
de tip clas.

Pentru clasaintErval , ne intereseaiz in primul rand operatorul de atribuire
(implementat deocamdatprin funaia atr() ) si un operator careascorespund
functiei val() . Desi pare surprinitor, fungia val) nu face altceva decatis
converteasg tipul intErval la tipulint . Tn consecim, vom implementa aceast
functie ca operator de conversie i@ . Tn noua sa form clasaintErval arat
astfel:
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class intErval {

public:
/I operatorul de atribuire corespunzator functiei atr()
int operator =(inti) { return v = verDom( i );

// operatorul de conversie corespunzator functiei val()
operator int( ) { return v; }

private:
int verDom( int );

int min, max;
int v;

I3
Revenind la obiectelmdice si numar, putem scrie acum
indice = (int)numar + 1;

sau direct
indice = numar + 1;

conversianumar- ului la int fiind invocat automat de &re compilator. Nu este
nimic miraculos Tn aceastinvocare “automadt’, deoarece operatorut nu este
definit pentru argumente de tiptErval si int , dar este definit pentrint i
int . Altfel spus, expresiaumar+1 poate fi evaluat printr-o simph conversie a
primului operand de latErval  laint

O alta functie utila tipului intErval este cea de citire a valorit, funcie
denumiti Tn paragraful precedentit) . Ne propunem & o Tnlocuim cu
operatorul de extragere>>, pentru a putea scrie directin>>numar
Suprainédrcarea operatorulub> ca fungcie memb# nu este posibil, deoarece
argumentul stang este obiectul invocagbatunci ar trebui & scriemn >>cin

Operatorul de extragere necesar pentru citireariiabdiectelor de tipintErval
se poate defini astfel:

istream& operator >>( istream& is, intErval& n ') {

inti;
if (is>>1) // se citeste valoarea

n=i /I se invoca operatorul de atribu ire
return is;

}

Sunt dod Tntrehiri la care trebuiesraspundem referitor la funa de mai sus:

» Care este semnifi¢cia testuluiif (is>>1i) ?
« De ce se returneazstream- ul?
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In testul if(is>>i) se invoa de fapt operatorul de conversie de la
istream laint , rezultatul fiind valoarea logictrue (valoare diferii de zero) sau
false (valoarea zero), ddpcum operéa a decurs normal sau nu.

Returnareastream- ului este o modalitate de a aplica operatoruaisintaxa de

concatenare, sintaxutilizata in expresii de formai=j=0 . De exemplu,
obiectele numar si indice de tip intErval , pot fi citite printr-o singut
instrugiune

cin >> numar >> indice;

De asemenea, remadin si utilizarea absolut justificat a argumentelor de tip
referinta. Tn lipsa lor, obiectuhumar ar fi putut & fie modificat doar daci-am fi
transmis adresa. In plus, utilizarea sintaxei decatenare provoac in lipsa
referintelor, multiplicarea argumentului de tigiream de dou ori pentru fiecare
apel: prima dat ca argument efectiv, iar a doua da&ma valoare returnat

ClasaintErval a devenit o clascomod de utilizat, foarte bine Tncapsulat cu
un comportament similar intregilor. Tncapsularedeemsi atat de bu#l, incat,
practic, nu avem nici o modalitate de atializa limitele superioar si inferioara
ale domeniului admisibil. De fapt, am revenit lacomvenientul | mertionat Tn
finalul Seciunii 2.3.1. Problema inializarii datelor membre in momentul
definirii obiectelor nu este specificdoar claseintErval . Pentru rezolvarea ei,
limbajul C++ oferd o categorie specialde fungii membre, numiteconstructori
Constructorii nu au tip, au numele identic cu nuenellaseisi sunt invocai
automat de &re compilator, dup rezervarea spaului pentru datele obiectului
definit.

Constructorul necesar clasditErval are ca argumente limitele domeniului
admisibil. Transmiterea lor se poate face impligitin notaia

intErval numar( 80, 32);

sau explicit, prin specificarea constructorului

intErval numar = intErval( 80, 32);

Definitia acestui constructor este
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intErval::intErval( int sup, int inf) {
if (inf>=sup){

cerr << "\n\nintErval -- domeniu incorect speci ficat ["
<<inf<<" " << (sup - 1) << " 1\n\n";
exit( 1);
min = v = inf;
max =  sup;

}

Datorita lipsei unui constructorafa argumente, compilatorul va interzice orice
declaraii in care nu se specificdomeniul. De exemplu,

intErval indice;

este o definie incomple#, semnalat la compilare. Mai mult, definiile incorecte
semantic cum este

intErval limita( 32, 80 );

suntsi ele detectate, dar nu deétce compilator, ci de &re constructor. Acesta,
dupd cum se obsety verifica dad limita inferioaa a domeniului este mai mic
decét cea superiogrsemnaland corespuitor domeniile incorect specificate.

In declaraiile functiilor, limbajul C++ permite specificarea valorilor implicite ale
argumentelor, valori utilizabile Tn situde Tn care nu se specifictoti parametrii
efectivi. Aceadt facilitate este utl si Tn cazul constructorului claséntErval

Prin declaréa

intErval(int=1,int=0);
definitia
intErval indice;

nu va mai fi resping ci va provoca invocarea constructorului cu argoteé
implicite 1 si 0. Corespondeta dintre argumentele actualke cele formale se
realizeaz pozitional, ceea ce Tnseamrca primul argument este asociat limitei
superioare, iar cel de-al doilea celei inferioaFgecvent, limita inferioar are
valoarea implicii zero. Deci la transmiterea argumentelor constnudto, ne
putem limita doar la precizarea limitei superioare.

Constructorul apelabil &fd nici un argument se numee constructor implicit
Altfel spus, constructorul implicit este construaib care, fie nu are argumente,
fie are toate argumentele implicite. Limbajul C++ nmpune prezega unui
constructor implicit in fiecare cldas dar sunt anumite sittia in care acest
constructor este absolut necesar.
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Dupa aceste ultime precizi, definitia claseiintErval  este:

class intErval {

public:
intErval(int=1,int=0);
~intErval() { }

int operator =(inti) { return v = verDom( i ); }
operator int( ) { return v; }

private:
int verDom( int );

int min, max;
int v;

%

Se obser¥ apartia unei noi fun¢ii membre, numii ~intErval() , al arui corp
este vid. Ea se numgie destructor nu are tipsi nici argumente, iar numele ei este
obtinut prin precedarea numelui clasei de caractetuRolul destructorului este
opus celui al constructorului, Tn sensub aealizeaZ operaiile necesare
distrugerii corecte a obiectului. Destructorul esteocat automat, Thainte de a
elibera sp#ul alocat datelor membre ale obiectului care Teegt si mai existe.
Un obiect Tnceteaizsa mai existe n uritoarele situdi:

* Obiectele definite intr-o funite sau bloc de instruiwini (obiecte cuexistenad

locald) Tnceteaz sa mai existe la terminarea exedtit functiei sau blocului
respectiv.

e Obiectele definite global, Tn exteriorul o#i@i funcaii, sau cele definite
static  (obiecte cuexistena statici) inceteaz si mai existe la terminarea
programului.

e Obiectele alocate dinamic prin operatongw (obiecte cuexistena dinamiai)
nceteaZ si mai existe la invocarea operatoruliglete

Casi Tn cazul constructorilor, prezea destructorului Tntr-o claseste opionali,
fiind lasat la latitudinea proiectantului clasei.

Pentru a putea fi inclasin toate fgierele sur§ in care este utilizéf definitia unei
clase se introduce intr-unsier header (prefix). In scopul eiwiii includerii de
mai multe ori a acelui fisier (includeri multiplg, se recomand ca fisierele
header & aibd structura
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#ifndef simbol
#define simbol

/I continutul fisierului

#endif

undesimbol este un identificator unic in program. Gaftsierul a fost deja inclus,
atunci identificatorulsimbol este deja definitsi deci, toate liniile situate intre
#ifndef  si #endif vor fi ignorate. De exemplu, insferul intErval.h , care
contine defintia clasei intErval , identificatorul simbol ar putea fi
__INTeRVAL _H. lata continutul acestui f§ier:

#ifndef __ INTeRVAL_H
#define _ INTeRVAL_H

#include <iostream.h>

class intErval {

public:
intErval(int=1,int=0);
~intErval() {}

int operator =(inti) { return v = verDom( i ); }
operator int() { return v; }
private:
int verDom( int);
int min, max;

intv;

3
istreamé& operator >>( istream&, intErval& );
#endif

Funagiile membre se introduc intr-unsfer surg obisnuit, care este legat dap
compilare de programul executabil. Pentru cletizrval | acest fiier este:

#include "intErval.h"
#include <stdlib.h>

intErval::intErval( int sup, intinf) {
if (inf>=sup){
cerr << "\n\nintErval -- domeniu incorect speci ficat [ "
<<inf<<", " << (sup - 1) << " ]\n\n";
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exit( 1);
min = v = inf;
max =  sup;

}

int intErval::verDom( int i) {
if (i<min||i>=max){
cerr << "\n\nintErval -- "
<< i<<" valoare exterioara domeniului [ "
<<min <<", " << (max - 1) << " 1.\n\n";
exit( 1);

return i;

}

istream& operator >>( istream& is, intErval& n ') {
inti;
if (is>>1) // se citeste valoarea
n=i /I se invoca operatorul de atribu ire
return is;

}

Adaptarea programului pentru determinarea termengoului lui Fibonacci
necesid doar includerea §ierului intErval.h , precumsi schimbarea definiei
ranguluin dinint Tn intErval

#include <iostream.h>
#include "intErval.h"

long fib2(intn) {

longi=1,j=0;

for(intk=0; k++<n;j=i+ji=j-1i);
return j;
}

int main( ) {

cout << "\nTermenul sirului lui Fibonacci de rang

intErval n = 47; cin >> n;
cout << " este " << fib2(n);
cout << '\n";

return O;

}

Desigur @&, la programul executabil, se va lega fisierul rezultat Tn urma
compilarii definitiilor functiilor membre din clasantErval
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Neconcordata dintre argumentul formal de timt din fib2() si argumentul
efectiv (actual) de tigntErval se rezold, de atre compilator, prin invocarea
operatorului de conversie deitdErval  laint .

Programarea orientaitpe obiect este deosebit de avantajous cazul aplicdilor
mari, dezvoltate de echipe intregi de programapariparcursul catorva luni, sau
chiar ani. Aplicaia prezentat aici este mult prea micpentru a putea fi folosit
ca un argument in favoarea acestei tehnici de @mogre. Cu toate acestea,
comparand cele dauimplementri ale claseiintErval (Tn limbajele C, respectiv
C++), sunt deja evidente dawavantaje ale prograinii orientate pe obiect:

« 1In primul rand, este posibilitatea dezvaii unor tipuri noi, definite exclusiv
prin comportamengi nu prin structui. Codul sur§ este mai compact, dar in
nici un caz mai rapid decat in sitiem in care nu am fi folosit obiecte.aS
retinem @& programarea orientatpe obiect nu este o modalitate de a gora
timpul de exectie, ci de a spori eficiga activittii de programare.

« 1n al doilea rand, se remarposibilititile de a suprafrizca operatori, inclusiv
pe cei de conversie. Efectul este foarte spectaculeoarece utilizarea noilor
tipuri este la fel de comddcasi utilizarea tipurilor predefinite. Pentru tipul
intErval , aceste avantaje se concretizedn faptul @ obiectele de tip
intErval se compomi exact casi cele de tipint , Tncadrarea lor Tn limitele

domeniului admisibil fiind absolut garantat

2.4 Exerci fi

2.1 Scrigi un program care determintermenul de rangn al sirului lui
Fibonacci prin algoritmifib1 si fib3.

2.2 Care sunt valorile maxime ale lnipentru care algoritmifibl, fib2 si fib3
returnea# valori corecte? Cum pot fi #mite aceste valori?

Solutie: Presupunéndacun long este reprezentat pe 4 otiteatunci cel mai mare
numar Fibonacci reprezentabil péong este cel cu rangul 46. Lucrdnd pe
unsigned long , se poate ajunge péna termenul de rang 47. Pentru aceste
ranguri, timpii de exedie ai algoritmului fibl diferi semnificativ de cei ai
algoritmilor fib2 si fib3.

2.3 Introducei Tn clasa intErval inca dowa date membre prin careias
contorizgi numarul de apeluri ale celor doi operatori defini Completai

" Chiar dag nu se precizeazxplicit, toate implemestile se vor realiza in limbajul €-.
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constructorulsi destructorul astfel incatignitializeze, respectivasafiseze, aceste
valori.

2.4 Implementa testul de primalitate al lui Wilson prezentat 8eciunea
1.4.

2.5 Scrigi un program pentru calculul recursiv al coefidigor binomiali
dupd formula dai de triunghiul lui Pascal:

(n—ﬂ_{n—l} pentru O0<k<n
(n)_ k- k

k 1 altfel

Analizati avantajelesi dezavantajele acestui program Tn raport cu progtacare
calculeaZ coeficientul conform definiei:

(n)_ n!
m mi(n—m!

Solutie: Utilizarea definiiei pentru calculul combiirilor este o idee total
neinspirai, nu numai Tn ceea ce prigte eficiena, cisi pentru faptul & nu poate
fi aplicata decat pentru valori foarte mici ale lni De exemplu, Tntr-utong de 4
octeti, valoarea 13! nu mai poate fi calcuidaFunaia recursiv este simp:

int C(int n, int m) {
return m==0 ||

m=n? 1:C(n-1,m-1)+C(n-1, m);
}

dar si ineficienti, deoarece nuamul apelurilor recursive este foarte mare (vezi
Exerctiul 8.1). Programul complet este:

#include <iostream.h>

constintN =16, M =17;

int rf[N][M]; // contorizeaza numarul de apeluri al e
/I functiei C(int, int) separat,
/I pentru toate valorile argumentel or

long tr;  // numarul total de apeluri ale
/I functiei C(int, int)
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intC(intn,intm){
r[n][m]++; tr++;
returnm==0 || m==n?
1:C(n-1,m-1)+C(n-1,m);
}

void main() {
intn, m;
for(n=0;n<N; n++)
for (m=0; m < M; m++) r[n][m] = 0;

tr=0;

cout << "\nCombinari de (maxim " << N <<") ... " ;
cin >>n;

cout << " luate cate ... ";

cin >>m;

cout << "sunt" << C(n, m)<<"\n}

cout << "\n\nC( int, int ) a fost invocata de "
<< tr << " ori astfel:\n";
for (inti=1;i<=n;i++ cout<<'\n")
for (intj=0;j<=1i;j++){
cout.width(4);
cout << rfijfj] << "

}

Rezultatele otinute Tn urma rudrii sunt urnitoarele:

Combinari de (maxim 16) ...12
luate cate ...7
sunt 792

C(int, int) a fost invocata de 1583 ori astfel:
210 210

84 210 126

28 84 126 70

28 56 70 35

7 21 35 35 15

15 20 15 5

10 10 5 1

lcYeNoRoRoRoRaNENEN|
coocoocococor
coOocococoro®
coococoru
coOoOrR AN
corwo
oORrNWA
RRRRPPR
coocooo
coooo
coo

‘o

Se obser¥ ca C(1,1) a fostinvocat de 210 ori, ialC(2,2) de 126 de ori!



3. Structuri elementare
de date

fnainte de a elabora un algoritm, trebui@ se gandim la modul in care
reprezenam datele. Tn acest capitol vom trece in revistructurile fundamentale
de date cu care vom opera. Presupunem in continciaseintei deja familiarizai
cu naiunile de fiier, tablou, lis#, graf, arboresi ne vom concentra mai ales pe
prezentarea unor concepte mai particulare: heapsurstructuri de muimi
disjuncte.

3.1 Liste

O listd este o coleie de elemente de inforria (noduri) aranjate intr-o anunit
ordine. Lungimea unei liste este nusmul de noduri din list. Structura
corespuniatoare de date trebuieisne permii si determirim eficient care este
primul/ultimul nod Tn structur si care este predecesorul/succesorul fdaxisti)
unui nod dat. lat cum arai cea mai simgl lista, lista liniara:

capul alpha}—ﬁ beta }—ﬁgamma}—ﬁ delta‘ coada

listei listei

O lista circulara este o lisi in care, dup ultimul nod, urmeaz primul, deci
fiecare nod are succesgirpredecesor.

Opergii curente care se fac Tn liste sunt: inserarea iunod, stergerea
(extragerea) unui nod, concatenarea unor liste, anama elementelor unei liste
etc. Implementarea unei liste se poate face incgypad in dod moduri:

* Implementarea secveala, in locgii succesive de memorie, conform ordinii
nodurilor Tn lisik. Avantajele acestei tehnici sunt accesul rapid la
predecesorul/succesorul unui nedgasirea rapid a primului/ultimului nod.
Dezavantajele sunt inserargi@rgerea relativ complicata unui nodsi faptul
cd, in general, nu se folog® Tntreaga memorie alocalistei.

+ Implementarea fininruita. In acest caz, fiecare nod aome doui parti:
informatia propriu-zig si adresa nodului succesor. Alocarea memorieidfiat
nod se poate face Tn mod dinamic, Tn timpubriilprogramului. Accesul la un
nod necesit parcurgerea tuturor predecesoril@ar,sceea ce poate lua ceva mai

37
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mult timp. Inserareatergerea unui nod este Tn schimb foarte rapifie pot
folosi dowi adrese Tn loc de una, astfel Tncat un nacdaenina pe lang adresa
nodului succesosi adresa nodului predecesor. @fem astfel o list dublu
Tnlanguita, care poate fi traversain ambele diregi.

Listele implementate Tahtuit pot fi reprezentate cel mai simplu prin tablodn
acest caz, adresele sunt de fapt indici de tab@ualternativi este & folosim
tablouri paralele: 3 memo&m informaia fiecirui nod (valoarea) intr-o logie
VALJi] a tabloului VAL[1 .. n], iar adresa (indicele) noduluidas succesor ntr-o
locatie LINKJi] a tabloului LINK[1 .. n]. Indicele de tablou al logeei primului
nod este memorat in variabitkead Vom conveni ca, pentru cazul listei vide, s
avem head =0. Convenim de asemenea ¢dNK[ultimul nod din lis&] = 0.
Atunci, VAlL[head va cornine informgia primului nod al listei,LINK[head
adresa celui de-al doilea no®¥AL[LINK[head] informatia din al doilea nod,
LINK[LINK[head] adresa celui de-al treilea nod etc.

Acest mod de reprezentare este simplu dar, la diznanai ateni, apare o
problema eseniala: cea a gestiadrii locatiilor libere. O soldyie elegant este §

reprezentm locgiile libere tot sub forma unei liste #rtuite. Atunci, stergerea
unui nod din lista iniala implica inserarea sa in lista cu ladalibere, iar
inserarea unui nod in lista tmla implica stergerea sa din lista cu logialibere.

Aspectul cel mai interesant est&, @entru implementarea listei de lagdibere,

putem folosi aceled tablouri. Avem nevoie de o dltvariabila, freehead care va
contine indicele primei loc@i libere din VAL si LINK. Folosim aceled convertii:

daa freehead= 0 Thseam# ci nu mai avem loddi libere, iar LINK[ultima locaie

libera] = 0.

Vom descrie Tn continuare dauipuri de liste particulare foarte des folosite.

3.11 Stive

O stiva (stack este o list liniara cu proprietatea & operaiile de
inserare/extragere a nodurilor se fac in/din colkstei. Dac nodurile A, B, C, D
sunt inserate intr-o stivin aceast ordine, atunci primul nod care poate fi extras
este D. In mod echivalent, spunem wtimul nod inserat va f§i primul sters. Din
acest motiv, stivele se mai numesicliste LIFO (Last In First Out), sau liste
pushdown

Cel mai natural mod de reprezentare pentru oististe implementarea secyeia
intr-un tabloug1 .. n], unden este nurdrul maxim de noduri. Primul nod va fi
memorat TnS[1], al doilea Tn§[2], iar ultimul in Stop], undetop este o variabi
care comine adresa (indicele) ultimului nod inserat.tlal, cand stiva este vig
avemtop = 0. lati algoritmii de inserargi de stergere (extragere) a unui nod:
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function pushx, g1 .. n)])
{adaudi nodulx in stiva}
if top= nthen return “stiva pling”

top « top+l

Stop] < x
return “succes

function pop(§[1 .. n])
{sterge ultimul nod inserat din s#wi 1l returneaa}
if top < Othen return “stiva vida”

X « S[top]
top « top-1
return x

Cei doi algoritmi necesittimp constant, deci nu depind deirimea stivei.

Vom da un exemplu elementar de utilizare a unerestiDaé avem de calculat
expresia aritmetit

50(((9+8)41))+7)

putem folosi o sti¥ pentru a memora rezultatele intermediare. Intreviese
simplificati, iatai cum se poate calcula expresia de mai sus:

push(5); push(9); push(8); pusi(pop + pop); pusi(4); push(6);

push(pop Opop); pusipop Upop); push(7); pusk(pop + pop);

push(pop Opop); write (pop);
Obserdam ci, pentru a efectua o opera aritmeti@, trebuie ca operanziiasfie
deja Tn stid atunci cand Tntalnim operatorul. Orice expresiénagtici poate fi
transformai astfel incat % indeplineast aceast condiie. Prin aceadt
transformare se alme binecunoscuta nofe postfixat (sau polonez invers),
care se bucudrde o proprietate remarcabilnu sunt necesare paranteze pentru a
indica ordinea opetdlor. Pentru exemplul de mai sus, ngtapostfixat este:

598+4 6007+ 0

312 Coz

O coadi (queud este o list liniara in care inseirile se fac doar in capul listei,
iar extragerile doar din coada listei. Cozile senescsi liste FIFO (First In First
Out).

O reprezentare secvgald interesamt pentru o coa#l se ohine prin utilizarea
unui tablouC[0 .. n-1], pe care 1l tram casi cum ar fi circular: dup locaia
C[n-1] urmeaz locatia C[0]. Fie tail variabila care cotine indicele locéaei
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predecesoare primei loga ocupatesi fie head variabila care cotine indicele
locatiei ocupate ultima oar Variabilele headsi tail au aceeg valoare atuncki
numai atunci cand coada este aidnitial, avem head= tail = 0. Inserareasi
stergerea (extragerea) unui nod necesimp constant.

function insert-queuéx, C[0 .. n—-1])
{adaugdi nodulx in capul cozii}
head ~ (headtl) mod n
if head=tail then return “coada plina”
Clhead «~ x
return “succe$

function delete-queu@C[0 .. n—1])
{sterge nodul din coada listei il returnea}
if head= tail then return “coadi vida”
tail « (tail+1) mod n
X « C[tail]
return x

Este surprinitor faptul & testul de coail vidi este aceld cu testul de coad
plina. Daci am folosi toate cela locaii, atunci nu am putea distinge ntre sitiaa
de “coad: pling” si cea de toadi vidi”, deoarece in ambele sittiaam avea
head= tail. In consecim, se folosesc efectiv numai-1 locaii din cele n ale

tabloului C, deci se pot implementa astfel cozi cu cel mHi noduri.

3.2 Grafuri

Un graf este o perechés =<V, M>, unde V este o muime de varfuri, iar
MOV xV este o muime de muchii. O muchie de la varfal la varful b este
notati cu perechea ordonat(a, b), dacd graful esteorientat si cu mukimea
{a, b}, daci graful esteneorientat In cele ce urmedizvom presupuneivarfurile
a si b sunt diferite. Doa varfuri unite printr-o muchie se numesadiacente Un
drum este o succesiune de muchii de forma

(a, ), (@, ag), ..., (@,_1, &)
sau de forma
{a, a,}, {a,, a3}, ..., {a,_;, a,}

dupd cum graful este orientat sau neorientatitngimeadrumului este egalcu
numarul muchiilor care 1l constituie. Udrum simplu este un drum Tn care nici un
varf nu se repét Un ciclu este un drum care este simplu, cu exteprimului si
ultimului varf, care coincid. Urgraf aciclic este un grafara cicluri. Un subgraf
al lui G este un graf ¥', M'>, undeV' 00 V, iar M' este format din muchiile dinM
care unesc varfuri diN'. Un graf parial este un graf ¥, M">, undeM" 0O M.
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Un graf neorientat esteonex dad intre oricare do@i varfuri exisd un drum.
Pentru grafuri orientate, aceasmnotiune este irrita: un graf orientat esteéare
conex daa Tntre oricare do@ varfurii si j exiséa un drum de la laj si un drum
de laj lai.

In cazul unui graf neconex, se pune problema deftemi componentelor sale
conexe. Ocomponeni conex: este un subgraf conex maximal, adien subgraf
conex in care nici un varf din subgraf nu este wntunul din afat printr-o
muchie a grafului inial. Tmpartirea unui grafG = <V, M> in componentele sale
conexe determinho parttie a luiV si una a luiM.

Un arbore este un graf neorientat aciclic conex. Sau, edkivia un arbore este un
graf neorientat in care exisexact un drum intre oricare dbwéarfuri. Un graf
panial care este arbore se nugtearbore parial.

Varfurilor unui graf li se pot ata informaii numite uneorivalori, iar muchiilor li
se pot atga informgii numite uneorilungimi saucosturi.

Existd cel puin trei moduri evidente de reprezentare ale unaifgr

* Printr-o matrice de adiace@ A, in careA[i, j] = true daa varfurilei si j sunt
adiacente, ia/[i, j] = falsein caz contrar. O variahtalternatia este §-i dam
lui A[i, j] valoarea lungimii muchiei dintre véarfurilé si j, considerand
Ali, j] = +o0 atunci cand cele dawaéarfuri nu sunt adiacente. Memoria necdésar
este in ordinul luin?>. Cu aceast reprezentare, putem verificgar da@ doua
varfuri sunt adiacente. Pe de alparte, dag dorim si aflaim toate véarfurile
adiacente unui varf dat, trebuiei @nalizim o intread linie din matrice.
Aceasta necegit n operaii (unde n este nurdrul de varfuri Tn graf),
independent de nudnul de muchii care conecteaxarful respectiv.

* Prin liste de adiacemni, adic prin atgarea la fiecare varif a listei de varfuri
adiacente lui (pentru grafuri orientate, este naces muchia & plece dini).
Intr-un graf cum muchii, suma lungimilor listelor de adiagéreste 2, dac
graful este neorientat, respectim, dac graful este orientat. Dacnumirul
muchiilor in graf este mic, acedasteprezentare este preferabiin punct de
vedere al memoriei necesare. Este posibilegamirim toti vecinii unui varf
dat, Tn medie, in mai pin de n operaii. Pe de ali parte, pentru a determina
daci dowa varfurii si j sunt adiacente, trebuie snalizim lista de adiace# a
lui i (si, posibil, lista de adiaced a luij), ceea ce este mai pua eficient decét
consultarea unei valori logice in matricea de adigt

e Printr-o lista de muchii Aceasi reprezentare este efici@natunci cand avem
de examinat toate muchiile grafului.

" Tn Exerciiul 3.2 sunt datei alte propozii echivalente care caracterizéaam arbore.
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nivelul adancimea

2 0
1 1
0 2

Figura 3.1 Un arbore cu adacina.

3.3 Arbori curadacina

Fie G un graf orientatG este unarbore cu @ddcina r, dac existi in G un varfr
din care oricare alt varf poate fi ajuns printr-dirum unic.

Definitia este valabi#l si pentru cazul unui graf neorientat, alegerea uidicini
fiind Tnsd Tn acest caz arbitrar orice arbore este un arbore cadicina, iar
radacina poate fi fixa® in oricare varf al &u. Aceasta, deoarece dintr-un varf
oarecare se poate ajunge in oricare alt varf puntdrum unic.

Cand nu va fi pericol de confuzie, vom folosi temuné “arbore”, in loc de
termenul corect “arbore cuadicina”. Cel mai intuitiv este & reprezermtm un
arbore cu idicina, ca pe un arbore propriu-zis. In Figura 3.1, vgmursee @ beta
estetatal lui deltasi fiul lui alpha cd betasi gammasuntfrayi, cd delta este un
descendenal lui alpha, iar alpha este unascendentl lui delta. Un varfterminal
este un varf &ra descendeti. Varfurile care nu sunt terminale suneterminale
De multe ori, vom consideraacexisi o ordonare a descenddor aceluiai
parinte: beta este situat la stdnga lgiamma adici beta este fratele mai varstnic
al lui gamma

Orice varf al unui arbore cuidicind este #dacina unuisubarboreconstand din
varful respectivsi toti descendetii sai. O multime de arbori disjunt formeaz o
padure.

Intr-un arbore cu adicind vom adopta uritoarele notgéi. Adancimeaunui varf
este lungimea drumului dintreadacina si acest varf;inalfimea unui varf este
lungimea celui mai lung drum dintre acest v&rfun varf terminal;Tnalfimea
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P valoarea varfului
| P adresa fiului stang
| . .
| e adresa fiului drept
‘ !
a
b
c d

Figura 3.2 Reprezentarea prin adrese a unui arbore binar.

arborelui este Taltimea #dicinii; nivelul unui varf este @ltimea arborelui,
minus adancimea acestui varf.

Reprezentarea unui arbore cidicind se poate face prin adrese, gain cazul
listelor Tnlntuite. Fiecare varf va fi memorat in trei lgdaliferite, reprezentand
informatia propriu-zig a varfului (valoarea varfului), adresa celui marstnic fiu

si adresa urritorului frate. Ristrdnd analogia cu listele #mtuite, daé se
cunoate de la inceput nuinul maxim de varfuri, atunci implementarea arborilo
cu ridacina se poate face prin tablouri paralele.

Daci fiecare varf al unui arbore cuidicina are pa# la n fii, arborele respectiv
esten-ar. Un arbore binar poate fi reprezentat prin adresa in Figura 3.2.
Obserdm ci pozitiile pe care le ocupcei doi fii ai unui varf sunt semnificative:
lui a i lipseste fiul drept, iar b estefiul stdngal lui a.

Intr-un arbore binar, numul maxim de varfuri de adancimeeste 5. Un arbore

binar de idltime i are cel mult 2'-1 varfuri, iar dag are exact 2*-1 varfuri, se
numete arbore plin Varfurile unui arbore plin se numerotéain ordinea
adancimii. Pentru acegiaadadncime, numerotarea se face in arbore de lgatéa
dreapta (Figura 3.3).

Un arbore binar cwn varfuri si de iniltime i estecomplet dac se ohine din
arborele binar plin de #ftime i, prin eliminarea, dac este cazul, a varfurilor
numerotate cun+1,n+2, ..., 2*-1. Acest tip de arbore se poate reprezenta
secvefial folosind un tablouT, punand varfurile de adancime de la stanga la
dreapta, in poziile T[2¥], T[2¥"Y], ..., T[2**~1] (cu posibila excege a nivelului

0, care poate fi incomplet). De exemplu, Figura &xemplifici cum poate fi
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Figura 3.3 Numerotarea varfurilor intr-un arbore binar déltime 3.

reprezentat un arbore binar complet cu zece varhinut din arborele plin din
Figura 3.3, prin eliminarea varfurilor 11, 12, 114 si 15. Ta#l unui varf
reprezentat i[i], i > 1, se afi In T[i div 2]. Fiii unui varf reprezentat 1i[i] se
afla, daa exist, nT[2i] si T[2i+1].

Facem acum o scurtncursiune Tn matematica elemeritapentru a stabili cateva
rezultate de care vom avea nevoie Tn capitoleleatware. Pentru un nuin real
oarecarex, definim

[x]=maxXn| nsx nesteintrey si [x]=min{n| n=x neste intrepy

Putgi demonstra cu gurinta urmitoarele proprieiti:

T[]
/ \
T2 T(3]
T[4] TI5] Tel T(7]
o e

Figura 3.4 Un arbore binar complet.
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i) x-1<[x]sxslxl<x+1
pentru oricex real

iy Ln2l+[n/2l=n
pentru oricen intreg

iy [[n/alib]l=In/abl i LLn/al/b] =Ln/ab]
pentru oricen, a, b intregi @, b #0)

iv) Ln/m]=[(n-m+1)/m] si [n/m]=[(n+m-1)/m]
pentru orice numere intregi pozitiviesi m

in fine, a#tati ca un arbore binar complet auvarfuri are frltimeal lg nJ.

3.4 Heap-uri

Un heap (in traducere aproximatiy “gramadi ordonai”) este un arbore binar
complet, cu urritoarea proprietate, nuniifproprietatede heap valoarea fiegrui
varf este mai mare sau egalu valoarea fiearui fiu al siu. Figura 3.5 preziatun
exemplu de heap.

Acelasi heap poate fi reprezentat secvi@hprin urmitorul tablou:

0] 7 [ of 4] 7] 5] 2] 2[ 1] 6]
T[] T[2] T[8] T4 T5] TB] T[7] T8 T9] T[10]
Caracteristica de baza acestei structuri de diaeste @ modificarea valorii unui
varf se face foarte eficientaptrandu-se proprietatea de heap. Dualoarea unui
varf creste, astfel Tncat degeste valoarea tatui, este suficientsschimbim intre
ele aceste dauvalori si si continiim procedeul in mod ascendent, parénd
proprietatea de heap este restabili¥om spune & valoarea modificdt a fost
filtrata ( percolated) citre noua sa poge. Daad, dimpotrivia, valoarea varfului

Figura 3.5 Un heap.
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scade, astfel Tncat devine mai micecat valoarea cel pm a unui fiu, este
suficient ¢ schimtim Tntre ele valoarea modificatcu cea mai mare valoare a
fililor, apoi si continuam procesul in mod descendent, p&énd proprietatea de
heap este restabifit Vom spune & valoarea modificdt a fostcernutz (sifted
down) citre noua sa poge. Urmiatoarele proceduri descriu formal opétmea de
modificare a valorii unui varf intr-un heap.

procedure alter-heagT[1 .. n], i, V)
{T[1 .. n] este un heap; Iul[i], 1 <i < n, i se atribuie
valoareav si proprietatea de heap este restab}lit
X « T[i]
T[] <« Vv
if v<x then sift-down(T, i)
else percolatdT, i)

procedure sift-down(T[1 .. n], i)

{se cerne valoarea dif[i]}

K i

repeat
j <k
{gdseste fiul cu valoarea cea mai mare}
if 2j < nand T[2j] > T[k] thenk ~ 2
if 2j <nand T[2j+1] > T[k] thenk ~ 2j+1
interschimla T[ j] si T[K]

until j =k

procedure percolatg€T[1 .. n], i)

{se filtreaz valoarea dinf[i]}

K i

repeat
j <k
ifj>1and T[ j div 2] <T[Kk] then k — j div 2
interschimBaT[ j] si T[K]

until j =k

Heap-ul este structura de date idepéentru determinares extragerea maximului
dintr-o mukime, pentru inserarea unui varf, pentru modificavadorii unui varf.
Sunt exact opetdle de care avem nevoie pentru a implementa diliShamic de
prioritati: valoarea unui varf va da prioritatea evenimentutorespunitor.
Evenimentul cu prioritatea cea mai mare se va aftaxeu la idacina heap-ului,
iar prioritatea unui eveniment poate fi modifitdh mod dinamic. Algoritmii care
efectueaz aceste opetd sunt:

function find-maxT[1 .. n])
{returneaz elementul cel mai mare din heap-ijl
return T[1]
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procedure delete-makT[1 .. n])
{sterge elementul cel mai mare din heap¥Ful
T[1] « T[n]
sift-down(T[1 .. n-1], 1)

procedure inser{T[1 .. n], v)
{insereaz un element cu valoareain heap-ulT
si restabilate proprietatea de heap}
T[n+1] « v
percolat€T[1 .. n+1], n+1)

Raméane de ®¥zut cum putem forma un heap pornind de la tabloebrdonat
T[1 ..n]. O soluie evideni este de a porni cu un heap viil sa adiugaim
elementele unul cate unul.

procedure slow-make-heaf@é[1 .. n])
{formeaz, Tn mod ineficient, dinf un heap}
for i « 2tondo percolatdT[1 .. ], i)

Solutia nu este eficientsi, Tn Capitolul 5, vom reveni asupra acestui lucExisti
din fericire un algoritm mai inteligent, care luaa in timp liniar, dup cum vom
demonstra tot Tn Capitolul 5.

procedure makeheagT[1 .. n])
{formeaz din T un heap}
for i « (ndiv 2)downto 1 do sift-downT, i]

Ne reamintim & in T[n div 2] se afh tatil varfului din T[n]. Pentru a Trelege cum
lucreaz aceast procedud, sa presupunempornim de la tabloul:

L1 6] of 2] 7] 5] 2] 7] 4] 10]
care corespunde arborelui:

Mai 1ntadi formam heap-uri din subarborii cuadicina la nivelul 1, aplicaAnd
procedurasift-downradacinilor respective:
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oo

Dupa acest pas, tablodl devine:
L 1 [ 6 [ o] 7] 10] 5] 2] 2[ 4] 7]

Subarborii de la ur@torul nivel sunt apoi transfornmiasi ei Tn heap-uri. Astfel,
subarborele

Subarborele de nivel 2 din dreapta este deja h&api acest pas, tablouT
devine:

L 1 [10] 9| 7 7] 5] 2 2] 4] 6]

Urmeaz apoi $ repetim procedeuki pentru nivelul 3, olinand in final heap-ul
din Figura 3.5.

Un min-heapeste un heap in care proprietatea de heap estrsiay. valoarea
fiecarui varf este mai mit sau egal cu valoarea fiearui fiu al sau. Evident,
radacina unui min-heap va coime in acest caz cel mai mic element al heap-ului.
In mod corespunior, se modifia si celelalte proceduri de manipulare a
heap-ului.
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Chiar daé@ heap-ul este o structurde date foarte atractiy exist totusi si
operaii care nu pot fi efectuate eficient Tntr-un he&pastfel de opetée este, de
exemplu, gsirea unui varf avand o anuraivaloare dat.

Conceptul de heap poate fi imbat#tit in mai multe feluri. Astfel, pentru apli¢ia
in care se folosge mai des procedurpercolate decat procedurssift-down
renteaz ca un varf neterminaldsaibd mai mult de doi fii. Aceasta acceler@éaz
procedurgpercolate Si un astfel de heap poate fi implementat seciadn

Heap-ul este o structairde date cu numeroase aplicainclusiv o remarcabd
tehnici de sortare, numitheapsort

procedure heapsor(T[1 .. n])
{sorteaz tabloul T}
makeheafT)
for i « ndownto 2 do

interschimla T[1] si T[i]
sift-down(T[1 .. i-1], 1)

Structura de heap a fost introdugWilliams, 1964) tocmai ca instrument pentru
acest algoritm de sortare.

3.5 Structuri de mulfimi disjuncte

Sa presupunem & avem N elemente, numerotate de la 1 Ma Numerele care
identifica elementele pot fi, de exemplu, indici Tntr-un tablunde sunt memorate
numele elementelor. Fie o paié a acestoN elemente, formatdin submufimi
doua céate dod disjuncte:S;, S,, ... . Ne interesedzsi rezolvim doui probleme:
i) Cum g obtinem reuniunea a dawsubmutimi, § O S
ii) Cum gi gisim submufimea care cotine un element dat.

Avem nevoie de o structiirde date careaspermiti rezolvarea eficiefita acestor
probleme.

Deoarece submtimile sunt dod cate dodé disjuncte, putem alege ca etichet
pentru o submuime oricare element al ei. Vom conveni pentru indgega

elementul minim al unei mdmi sa fie eticheta muimii respective. Astfel,

multimea {3, 5, 2, 8} va fi numit “multimea 2".

Vom aloca tabloulse{1 .. N], Tn care fiedrei locaii sefi] i se atribuie eticheta
submutimii care conine elementuli. Avem atunci proprietateasef{i] <i, pentru
l1<i<N.

Presupunem & initial, fiecare element formeazo submufime, adia sefi] =1,
pentru 1< i < N. Problemeld) si ii) se pot rezolva prin urftorii algoritmi:
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function find1(x)
{returneaz eticheta muimii care 1l conine pex}
return sefx]

procedure mergel (a, b)
{fuzioneaz multimile etichetate cua si b}
i—aj<b
if i >jthen interschimia i si |
for k « jtoNdo
if sefk] =j then sefk] < i
Daci consultarea sau modificarea unui element dintrtahlou conteax ca o

opergie elementat, atunci se poate demonstra (Exeitdi 3.7) ci o serie den
operaii mergél si findl necesit, pentru cazul cel mai nefavoraBilpornind de la

starea infiala, un timp n ordinul luin?.

Tncercim si Tmburitatim aceti algoritmi. Folosind in continuare acglaablou,
vom reprezenta fiecare mirhe ca un arbore cuidicina "inversat”. Adop&im
urmatoarea tehnig: dad sefi] =i, atuncii este atat eticheta unei ngiuhi, cat si
radacina arborelui coresputitor; dad sefi] = # i, atuncij este tail lui i Tntr-un
arbore. De exemplu, tabloul:

L 1 [ 2 [ 3] 2] 1] 3] 4] 3] 3] 4]

sefl] sef2] ... sef10]
reprezing arborii:

Ol

care, la randul lor, reprezihtmultimile {1,5}, {2,4,7,10} si {3,6,8,9}. Pentru a
fuziona dod multimi, trebuie acum & modificim doar o singur valoare in
tablou; pe de ait parte, este mai dificilasgasim mukimea dreia 1i apatine un

element dat.

function find2(x)
{returneaz eticheta muimii care il conine pex}
i« X
whilese{i] Zidoi « sefi]
returni
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procedure merge(a, b)
{fuzioneaz multimile etichetate cua si b}
ifa<b then sef{b] - a
else sefa] - b

O serie den operaii find2 si merge&® necesii, pentru cazul cel mai nefavorabil

pornind de la starea itiala, un timp tot Tn ordinul luin® (Exerctiul 3.7). Deci,
deocamdat, nu am cétigat nimic fga de prima variarit a acestor algoritmi.
Aceasta deoarece diifx apeluri ale luimerge, se poateasajungem la un arbore
de Traltime k, astfel incat un apel ulterior al lfind2 si ne puri n situgia de a
parcurgek muchii pan la radiacina.

Pari acum am ales (arbitrar) ca elementul minitnfee eticheta unei muimi.
Cand fuzioam doi arbori de Taltime h; si respectivh,, este bine &facem astfel
ncéat adacina arborelui de @time mai mi@ si devim fiu al celeilalte #dacini.
Atunci, Tniltimea arborelui rezultat va fi malx{, h,), daa h; # h,, sauh;+1, daa

h, =h,. Vom numi aceaét tehnici regulz de ponderare Aplicarea ei implia

renuntarea la convetia ca elementul minimasfie eticheta muimii respective.
Avantajul este & inaltimea arborilor nu mai cgte atat de rapid. Putem demonstra
(Exercitiul 3.9) a& folosind regula de ponderare, dupn nunir arbitrar de
fuzionari, pornind de la starea ifiala, un arbore avan#l varfuri va avea t#timea
maxima LIg kJ.

Tniltimea arborilor poate fi memoraintr-un tablouH[1 .. N], astfel incatH[i] si
contina Tniltimea varfuluii in arborele ®u curent. In particular, daca este
eticheta unei muimi, H[a] va conine Triltimea arborelui corespuator. Initial,
H[i] = 0 pentru 1<i < N. Algoritmul find2 raméne valabil, dar vom modifica
algoritmul de fuzionare.

procedure merged(a, b)
{fuzioneaz multimile etichetate cwa si b;
presupunemia # b}

if H[a] = H[b]
then H[a] « H[a]+1
sefb] - a

else if H[a] > H[b]
then sefb] ~ a
else sefa] « b

O serie den operaii find2 si merge8 necesi, pentru cazul cel mai nefavorabil
pornind de la starea ifiala, un timp Tn ordinul luin log n.

Continuim cu Tmbuntatirile, modificaAnd algoritmulfind2. Vom folosi tehnica
comprimirii drumului, care const Tn urmitoarele. Presupunandicavem de
determinat muimea care 1l cotine pex, traveram (conform cufind2) muchiile
care conduc spreddacina arborelui. Cunoscandidicina, traversm aceleai
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(@) (b)

Figura 3.6 Comprimarea drumului.

muchii din nou, modificAnd acum fiecare varf intélin cale astfel incatas
contind direct adresaadicinii. Folosind tehnica compriamii drumului, nu mai
este adedrat c Tnaltimea unui arbore cuadicina a este dat de H[a]. Totusi,
H[a] reprezint in acest caz o limit superioai a Triltimii si proceduramerges
ramane, cu aceasibbservaie, valabik. Algoritmul find2 devine:

function find3(x)
{returneaz eticheta muimii care il conine pex}
r < X
whilese{r] #r dor ~ sef{r]
{r este #dicina arborelui}
i« X
whilei # rdo
j < sefi]
sefi] «r
e
returnr
De exemplu, executadnd opeia find3(20) asupra arborelui din Figura 3.6a,
obtinem arborele din Figura 3.6b.

Algoritmii  find3 si merge8 sunt o variart considerabil Tmbuitatita a
procedurilor de tipfind si merge O serie den operaii find3 si merge8 necesi,
pentru cazul cel mai nefavoralil pornind de la starea inala, un timp Tn ordinul

luin IgDN, unde Iéj este definit astfel:

lg"N =min{k| Ig Ig...Ig N < 0}
————

dek ori



Sectiunea 3.5 Structuri de multimi disjuncte 53

Demonstrarea acestei afirpiaeste laborioas si nu o vom prezenta aici. Funa
IgD creste extrem de incet: Pg\l < 5 pentru oriceN < 65536i IgDN < 6 pentru
orice N < 2°°°*® Deoarece nusrul atomilor universului observabil este estimat la
aproximativ 18°, ceea ce este mult mai g decat

9°53% yom ntalni foarte rar o
valoare a luiN pentru care IBN > 6.

De acum incolo, atunci cAnd vom aplica procedufiiel3 si merge3 asupra unor
multimi disjuncte de elemente, vom spuné folosim o structura de mutimi
disjuncte

O importani aplicaie practi@ a structurilor de muaimi disjuncte este verificarea
eficienta a conexiitii unui graf (Exerciiul 3.12).

3.6 Exercifii

3.1 Scrigi algoritmii de inseraresi de stergere a unui nod pentru o stiv
implementai prin tehnica tablourilor paralele.

3.2 Fie G un graf neorientat cwn varfuri, n>= 2. Demonstrd echivalena

urmitoarelor propozii care caracterizedzun arbore:

i) G este conexi aciclic.

ii) G este aciclii aren-1 muchii.

iii) G este conexi aren—-1 muchii.

iv) G este aciclicsi, adaugandu-se o singarmuchie intre oricare dauvarfuri
neadiacente, se creaexact un ciclu.

V) G este conexi, dac se suprim 0 muchie oarecare, nu mai este conex.
vi) Oricare dod varfuri dinG sunt unite printr-un drum unic.

3.3 Elaborai si implementai un algoritm de evaluare a expresiilor aritmetice
postfixate.

3.4 De ce procedurgpercolate este mai eficierit dac admitem & un varf
neterminal poate avea mai mult de doi fii?

3.5 Fie T[1 .. 12] un tablou, astfel Incéf[i] =i, pentrui < 12. Determing&
starea tabloului dup fiecare din urmtoarele apeluri de procedyr aplicate
succesiv:

make-heafrl); alter-heagT, 12, 10);alter-heafT, 1, 6);alter-heagT, 5, 6)
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3.6 Implementai un model de simulare a unei liste dinamice deoptiti
folosind structura de heap.

3.7 In situaia Tn care, consultarea sau modificarea unui eléntén tablou
conteaZ ca o operde elementat, demonstrd ca timpul de exectie necesar
pentru o secveft de n operaii findl si mergel, pornind din starea itiald si

pentru cazul cel mai nefavorabil, este in ordinul h% Demonstrd aceeai

proprietate pentrfind2 si merge.

Solutie: findl necesit un timp constangi cel mai nefavorabil caz il reprezint
secvefna:

mergel (N, N-1); find1(N)

mergel (N-1, N-2); find1(N)

mergel(N-n+1, N-n); find1(N)

In aceast secvemi, mergel (N-i+1, N-i) necesii un timp in ordinul luii. Timpul
total este in ordinul lui 42+...+n =n(n+1)/2, deci Tn ordinul luin®. Simetric,
merge necesit un timp constangi cel mai nefavorabil caz 1l reprezinsecvena:

merge (N, N-1); find2(N)
merge(N-1, N-2); find2(N),

merge&@(N-n+1, N-n); find2(N)

in carefind2(i) necesit un timp Tn ordinul luii etc.

3.8 De ce am presupus Tn procedumarge3 ca a # b?

3.9 Demonstra prin indugie ci, folosind regula de ponderare (procedura
merge), un arbore cilk varfuri va avea dup un nunér arbitrar de fuzioari si
pornind de la starea ifiala, Tnaltimea maxina [Ig k.

Solutie: Proprietatea este ad@ati pentruk = 1. Presupunemacproprietatea este
adewvirati pentrui < k-1 si demonstim ca este adedrati si pentruk.

Fie T arborele (cuk varfuri si de Triltime h) rezultat din aplicarea procedurii
merge8 asupra arborilol, (cum varfurisi de Tniltime h,) si T, (cuk-m varfurisi
de Traltime h,). Se obser¥ ca cel puin unul din arboriiT, si T, are cel multk/2
véarfuri, deoarece este imposibd svemm > k/2 si k-m > k/2. PresupunéandacT,
are cel multk/2 varfuri, avem dod posibilitati:

i) hyzh,=h<llg (k-m)]<ligkl
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i) hy=h,=h=h+1<llgml+1<lig (k2)]+1 =LIg k]

3.10 Demonstra ca o serie den operaii find2 si merge8 necesii, pentru cazul
cel mai nefavorabi$i pornind de la starea itiald, un timp Tn ordinul luin log n.

Indicatie: Tineti cont de Exergiul 3.9 si ardtati ca timpul este in ordinul lui
n lg n. Aratati apoi ¢ baza logaritmului poate fi oarecare, ordinul tirhgufiind
n log n.

3.11 1n locul regulii de ponderare, putem adopta &roarea tactiz de
fuzionare: #dacina arborelui cu mai pgine varfuri devine fiu al #Zdacinii celuilalt
arbore. Comprimarea drumului nu mod#icaumarul de varfuri Tntr-un arbore,
astfel Tncat estesor s memoim aceast valoare Tn mod exact (in cazul folosirii
regulii de ponderare, ddpcomprimarea drumului, nu seagtreaz Tnaltimea
exach a unui arbore).

Scrigi o0 procedui mergel care urmeazaceast tactica si demonstra un rezultat
corespunitor Exerctiului 3.9.

3.12  Gasiti un algoritm pentru a determina daan graf neorientat este conex.
Folositi o structud de mutimi disjuncte.

Indicatie: Presupunem & graful este reprezentat printr-o Hstde muchii.
Conside#m initial ca fiecare varf formeaz o submufime (in acest caz, o
component coneX a grafului). Du@ fiecare citire a unei muchiid, b} operam
fuzionareamerges(find3(a), find3(b)), oktin&nd astfel o nouicomponent conex.
Procedeul se rep&tpari cand termiim de citit toate muchiile grafului. Graful
este conex, dacsi numai dad tabloul set devine constant. Analiziaeficienta
algoritmului.

In general, prin acest algoritm gbem o partionare a varfurilor grafului n
submutimi doua céate dod disjuncte, fiecare submtiine contindnd exact varfurile
cate unei componente conexe a grafului.

3.13 intr-o structué de mutimi disjuncte, un element estecanonic daci nu
are tad. In procedurilefind3 si merge8 obserdm urmitoarele:

i) Dacd x este un element canonic, atunci infotimaadin se{x] este folosii doar
pentru a precizaix este canonic.

ii) Daci elementulx nu este canonic, atunci informa din H[X] nu este folosi.

Tin&nd cont dei) si ii), modificai procedurilefind3 si merge astfel incat, in
locul tablourilorsetsi H, si folositi un singur tablou d& elemente.

Indicatie: Utilizati Tn noul tablousi valori negative.



4. Tipuri abstracte de
date

In acest capitol, vom implementa cateva din strutéude date prezentate Tn
Capitolul 3. Utilitatea acestor implemenit este dubd. Tn primul rand, le vom
folosi pentru a exemplifica programarea orieatpe obiect prin elaborarea unor
noi tipuri abstracte. In al doilea rand, ne vorufile ca suport puternisi foarte
flexibil pentru implementarea algoritmilor studiain Capitolele 6-9. Utilizand
tipuri abstracte pentru principalele structuri datel ne vom putea concentra
exclusiv asupra algoritmilor pe care dorith i progranim, fird a mai fi necesar
si ne preocupm de implementarea structurilor necesare.

Elaborarea fie#rei clase cuprinde dauetape, nu nedpat distincte. In prima,
vom stabili faciliitile clasei, adié functiile si operatorii prin care se realizeaz
principalele oper@i asociate tipului abstract. De asemenea, vomiBtatructura
interm a clasei, adit datele membreai functiile nepublice. Etapa a doua cuprinde
programarea, testaresd depanarea clasei, astfel Tncéat, in final,avem garatia
bunei sale fungonari. Intregul proces de elaborare cuprinde numero@seniri
asupra unor aspecte deja stabilite, iar fiecare ififtade atrage dup sine o
intread serie de alte modifii. Nu vom prezenta toate aceste itiradesi ele au
fost destul de numeroase, ci doar rezultatele @nalomentadnd pe larg, atéat
facilitatile clasei, catsi detaliile de implementare. Vom explica astfglcateva
aspecte ale prograiri orientate pe obiect Tn limbajul €, cum sunt clasele
parametrice si mostenirea (derivarea). Dorim ca prin aceasmaniet de
prezentare &oferim posibilitatea de a falege modul de funimonaresi utilizare al
claselor descrise, chiar da@anumite aspecte, legate Tn special de implementare
nu sunt suficient aprofundate.

4.1 Tablouri

In mod surprinitor, incepem cu tabloul, structufundamentad, predefinit in
majoritatea limbajelor de programare. Necesitateaadelabora o naustructusé
de acest tip provine din uftoarele inconveniente ale tablourilor predefinite,
inconveniente care nu sunt proprii numai limbajesi C++:

« Numarul elementelor unui tablou trebuié §ie o expresie constaitfixati Tn
momentul compdrii.

* Pe parcursul execiei programului este imposibil ca un tablo@i fse marit sau
micsorat duf necesitti.

56
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* Nu se verifi@ Tncadrarea in limitele admisibile a indicilor elentelor
tablourilor.

e Tabloul si numirul elementelor lui sunt dauentitati distincte. Orice opetée
cu tablouri (atribuiri, transmiteri de parametricktimpune specificarea
explicita a numarului de elemente ale fiécui tablou.

411 Alocareadinamica amemorie

Diferenta fundamental dintre tipul abstract pe care 1l vom elabaiaipul tablou
predefinit const Tn alocarea dinamig, Tn timpul execdei programului, a
spaiului de memorie necesar stod elementelor sale. In limbajul C, alocarea
dinamicd se realizeaz prin diversele variante ale futiei malloc() , iar
eliberarea zonelor alocate se face prin fimenfree() . Limbajul C++ a introdus
alocarea dinamicin structura limbajului. Astfel, pentru alocareeav operatorul
new. Acest operator returneaadresazonei de memorie alocatsau valoared —
daci alocarea nu s-a putut face. Pentru eliberarea miemaalocate prin
intermediul operatoruluinew, se folosete un alt operator numitdelete
Programul urmtor exemplifici detaliat funcionarea acestor doi operatori.

#include <iostream.h>
#include "intErval.h"

int main( ) {
// Operatorul new are ca argumente numele unui ti pT
I (predefinit sau definit de utilizator) si dime nsiunea
/I zonei care va fi alocata. Valoarea returnata e ste de
// tip "pointer la T". Operatorul new returneaza 0in

// cazul in care alocarea nu a fost posibila.

// se aloca o zona de 2048 de intregi
int *pi = new int [ 2048 |;

/l se aloca o zona de 64 de elemente de tip
[l intErval cu domeniul implicit
intErval *pi_m = new intErval [ 64 ];

/I se aloca o zona de 8192 de elemente de tip flo at
float *pf = new float [ 8192 ];

" In limbajul G++, tipul de dat care corine adrese este nunibinter. In continuare, vom folosi
termenul “pointer”, doar atunci cand ne referintipaul de dai. Termenul “adres va fi folosit
pentru a ne referi la valoarea datelor de tip @oint



58

Tipuri abstracte de date
/l De asemenea, operatorul new poate fi folosit p
// alocarea unui singur element de un anumit tip
Il precizand eventual si argumentele constructoru
// tipului respectiv.
/l se aloca un intreg initializat cu 8
int *i = new int( 8);
I/ se aloca un element de tip intErval
/I cu domeniul admisibil -16, ..., 15
intErval *m = new intErval( 16, -16 );
/l se aloca un numar real (float) initializat cu
float *f = new float( 32 );
/I Zonele alocate pot fi eliberate oricand si in
// ordine, dar numai prin intermediul pointerului
I returnat de operatorul new.
delete [ ] pf;
delete [] pi;
delete i;
delete f;
delete [ ] pi_m;
delete m;
return O;
}

Capitolul 4

entru

lui

32

orice

Operatorul new initializeaz memoria alocdt prin intermediul constructorilor
tipului respectiv. In cazul aldcii unui singur element, se invacconstructorul
corespuniator argumentelor specificate, iar Tn cazul alloc unui tablou de

elemente, operatoruhew
elementele alocate. Operatordelete

invoca constructorul implicit pentru fiecare din
, Tnainte de eliberarea sgpalui alocat, va

invoca destructorul tipului respectiv. Dazona alocat conine un tablou de
elementesi se dorgte invocarea destructorului pentru fiecare elemieniparte,
operatoruldelete va fi invocat astfel:

delete [ ] pointer;

De exemplu, ruland programul
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#include <iostream.h>

class X {
public:
X() {cout<<™;}
~X() { cout << '~
private:
int x;

I3

int main( ) {
cout << '\n";

X*p=new X [4];
delete p;

p=new X [2];
delete [] p;

cout << '\n";
return O;

}

constaim ci, in alocarea zonei pentru cele patru elementeigl& tconstructorul
X() a fost invocat de patru ori, iar apoi, la eliberadestructoru~X() doar o
singui dati. In cazul zonei de ddu elemente, atat constructorul c&i
destructorul au fost invotiade cate do#@ ori. Pentru unele variante mai vechi de
compilatoare @+, este necesarisse specifice explicit numul elementelor din
zona ce urmeaza fi eliberad.

In alocarea dinamig cea mai uzudl eroare este genesatde imposibilitatea
alocirii memoriei. Pe lang soluia banal, dar extrem de incomad de testare a
valorii adresei returnate de operatomdw, limbajul C++ ofera si posibilitatea
invocirii, in caz de eroare, a unei fuiicdefinite de utilizator. Rolul acesteia este
de a obine memorie, fie de la sistemul de operare, fiempliberarea unor zone
deja ocupate. Mai exact, atunci cand operatonelv nu poate aloca spal
solicitat, el invo@ functia a crei adred este dat de variabila globail
_new_handler si apoi fincearg din nou & aloce memorie. Variabila
_new_handler este de tip “pointer la funie de tipvoid fara nici un argument”,
void (*_new_handler)() , valoarea ei implici fiind 0.

Valoarea0 a pointerului_new_handler —marcheaz lipsa fungiei de tratare a
erorii si, Tn aceast situaie, operatorulnew va returna0 ori de céte ori nu poate
aloca memoria necesarProgramatorul poate modifica valoarea acestunssi
fie direct:

_new_handler = no_mem;

undeno_memeste o funtie de tipvoid fara nici un argument,
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void no_mem( ) {
cerr << "\n\n no mem. \n\n";
exit( 1);

fie prin intermediul fungei de bibliote@ set_new_handler

set_new_handler( no_mem );

Toate declargile necesare pentru utilizarea pointeruluiew_handler se disesc
n fisierul heademew.h .

41.2 Clasatabl ou

Noul tip, numittablou , va avea ca date membre rirm de elementsi adresa
zonei de memorie in care sunt memorate acesteal®atembre fiindprivate

adica inaccesibile din exteriorul clasei, oferim positdtea obinerii numirului

elementelor tabloului prin intermediul unei fufic membre publice numit
size() . lata definitia compled a claseitablou

class tablou {

public:
/I constructorii si destructorul
tablou(int=0); /I constructor (numarul de elemente)
tablou( const tablou& ); // constructor de copier e

~tablou() {delete a; } // elibereaza memoria al ocata

// operatori de atribuire si indexare
tablou& operator =( const tablou& );
int& operator [J(int);

/I returneaza numarul elementelor
size() {return d; }

private:
int d; // numarul elementelor (dimensiunea) tabl oului
int *a; // adresa zonei alocate

/l functie auxiliara de initializare
void init( const tablou& );

k

Definitiile functiilor membre sunt date in continuare.
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tablou::tablou( int dim ) {
a=0;d=0; /[ valori implicite
if (dim>0) /I verificarea dimens iunii
a=newint[d=dim]; // alocarea memoriei

tablou::tablou( const tablou& t ) {
/l initializarea obiectului invocator cu t
init(t);

tablou& tablou::operator =( const tablou& t) {

if (this I= &t) {// este o atribuire inefectiv ax=x?
delete a; /I eliberarea memoriei alocat e
init(t); [ initializarea cu t
return *this; /I se returneaza obiectul inv ocator
}
void tablou::init( const tablou& t) {
a=0;d=0; [ valori implicite
if (td>0){ /I verificarea dimensi unii
a=newint[d=t.d]; // alocarea si copiere aelem.

memcpy( a, t.a, d * sizeof( int) );

}

int& tablou::operator [J(inti) {
static int z; // "elementul" tablourilor de dimen siune zero
returnd? afi]: z;

Fara indoiak cd cea mai spectaculoasdefinitie este cea a operatorului de
indexare[] . Acesta permite atéat citirea unui element dintrtabiou

tablou x(n);
...
cout<<x[i];

catsi modificarea valorii (scrierea) lui:
cin>>x[i];

Facilitaitile deosebite ale operatorului de indexdre se datoreax tipului valorii
returnate. Acest operator nu returngatementuli, ci o referina la elementul ,
referintd care permite accesul atat Tn scriere, gidin citire a variabilei de la
adresa respectiv

Clasatablou permite utilizarea tablourilor in care nu existici un element.
Operatorul de indexarf este cel mai afectat de aceagtosibilitate, deoarece
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intr-un tablou cu zero elemente va fi greu disigun element aaui referini sa

fie returnai. O soldie posibik const Tn returnarea unui element fictiv, unic
pentru toate obiectele de ttpblou . Tn cazul nostru, acest element este variabila
locala static int z , variabikh alocat static, adid pe toai durata rudrii
programului.

O atenie deosebit meritd si operatorul de atribuire. Dupd cum am precizat Tn
Sediunea 2.3, structurile pot fi atribuite intre elmembru cu membru. Pentru
clasatablou , acest mod de fumionare a operatorului implicit de atribuire este
inacceptabil, deoarece genergazferiri multiple la acees zoni de memorie.
lata un exemplu simplu de ceea ce Tnseameferiri multiple la acees zoni de
memorie.

Fie x si y doui obiecte de tip tablou. In urma atribuirki=y prin operatorul
predefinit=, ambele obiecte folosesc acgieaonai de memorie pentru memorarea
elementelor. Dax unul dintre ele incetedzsa mai existe, atunci destructoruits

ii va elibera zona alocatin consecini, ceklalt va lucra intr-o zoih de memorie
considerat libera, zomi care poate fi alocatoricand altui obiect. Prin definirea
unui nou operator de atribuire specific clat#lou , obiectele din aceasttlas
sunt atribuite corect, fiecare avand propria Zode memorie Tn care sunt
memorate elementele.

O altd observaie relativa la operatorul de atribuire se refela valoarea returnat
Tipurile predefinite permit concatenarea operatorule atribuire in expresii de
forma

i=j=Kk;
// unde i, j si k sunt variabile de orice tip prede finit

Sa vedem ce trebuieasfacem ca, prin noul operator de atribuire defisit,putem
scrie

iT=jT=kT;
/['1T, jT si KT sunt obiecte de tip tablou

Operatorul de atribuire predefinit are asociatitetae dreapta (se evaludgade la
dreapta la stdnga) aceasi caracteristi@ raimane neschimbatla supraingrcare.
Altfel spus, iT=jT=KkT inseama de fapt iT=(T=KT) , sau
operator =(iT, operator =(jT, kT)) . Rezult ca operatorul de atribuire
trebuie 4 returneze operandul stang, sau o refgrilm acesta. In cazul nostru,
operandul stdng este chiar obiectul invocator. Garfiecare funde memba este
implicit definit un pointer la obiectul invocatompointer numitthis (acesta),
operatorul de atribuire va returna o refefinla obiectul invocator prin
instrugiunea
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return *this;

Astfel, sintaxa de concatenare poate fi fol@gira nici o restrigie.

In definitia clasei tablou a @put un nou constructogonstructorul de copiere

tablou( const tablou& )

Este un constructor aiami implementare seaini foarte mult cu cea a
operatorului de atribuire. Rolulig este de a imializa obiecte de tigablou cu
obiecte de acefatip. O astfel de opete, ilustraé Tn exemplul de mai jos, este
n mare misura similara unei copieri.

tablou x;
...
tablouy = x; // se invoca constructorul de copie re

n lipsa constructorului de copiere, ii@lizarea se face implicit, adianembru cu
membru. Conseciele negative care decurg de aici au fost discutzesus.

4.1.3 Clasaparametricat abl ou<T>

Utilitatea claseitablou este strict limitat la tablourile de intregi, dé un tablou
de float , char , sau de orice alt tig, se manipuleazla fel, fundiile si datele
membre fiind practic identice. Pentru astfel deudit, limbajul C++ ofera
posibilitatea geneérii automate de clasei functii pe baza unorsabloane
(templat§. Aceste sabloane, numitesi clase parametrice respectiv funcii
parametrice depind de unul sau mai mupbarametri care, de cele mai multe ori,
sunt tipuri predefinite sau definite de utilizator.

Sablonul este o declafi@ prin care se specificforma generdl a unei clase sau
functii. lata un exemplul simplu: o funie care returne@zmaximul a doé valori
de tipT.

template <class T>
Tmax(Ta, Th){
return a > b? a: b;

}

Acest sablon se citgte astfel:max() este o funtie cu dod argumente de tif,
care returneaz maximul celor dod argumente, adico valoare de tipl. Tipul T
poate fi orice tip predefinit, sau definit de uziitor, cu conditia & aiba definit
operatorul de comparare fira de care funga max() nu poate fungona.
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Compilatorul nu genereéznici un fel de cod pentrgabloane, péhin momentul
in care sunt efectiv folosite. De acegaploanele se specificin fisiere header,
fisiere incluse Tn fiecare program s@r€++ in care se utilizedz clasele sau
functiile parametrice respectiveDe exemplu, in funta

void f( int ia, int ib, float fa ) {
int m1=max(ia, ib);
float m2 = max( ia, fa);

}

se invoa functiile int max(int, int) si float max(float, float) , functii
generate automat, pe bagablonului de mai sus

Conform specificdilor din Ellis si Stroustrup,“The Annotated C++ Reference
Manual”, generareasabloanelor este un proces care nu implidci un fel de
conversii. In consecid, linia

float m2 = max(ia, fa );

este erondt Unele compilatoare nu semnalé@aaceast erorare, deoarece invdc
totusi conversia luiia din int in float . Atunci cand compilatorul semnaleaz
eroarea, putem declara explicit furec (vezisi Segiunea 10.2.3)

float max( float, float );

declaraie care nu mai neceditreferirea lasablonul fungiei max() . Aceasi
declaraie este, in general, suficienpentru a genera fufia respectidi pe baza
sablonului.

Pam cand limbajul C++ va deveni suficient de matur pana fi standardizat,
“artificiile” de programare de mai sus sunt deseadispensabile pentru utilizarea
sabloanelor.

Pentru sabloanele de clase, lucrurile decurg aproximativatrelgi mod, adia
generarea unei anumite clase este dedtinde definiiile intalnite Tn program.
Pentru clasa parametéidablou<T> definitiile

" Tn prezent sunt utilizate dsunodele generale pentru instianea (generareapbloanelor, fiecare
cu anumite avantajg dezavantaje. Reprezentative pentru aceste modetesmpilatoarele
Borland C++si translatoarele Cfront de la AT&T. Ambele modelatscompatibile cu plasarea
sabloanelor in fiere header.
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tablou<float> y( 16 );
tablou<int> x( 32);
tablou<unsigned char> z( 64 );

provoad generarea clasetblou<T> pentru tipurilefloat , int si unsigned
char . Fisierul headertgblou.h ) al acestei clase este:

#ifndef _ TABLOU_H
#define_ TABLOU_H

#include <iostream.h>

template <class T>
class tablou {

public:

/I constructorii si destructorul

tablou(int=0); /I constructor (numarul de elemente)
tablou( const tablou& ); // constructor de copier e

~tablou() {delete [] a; }// elibereaza memori a alocata

// operatori de atribuire si indexare
tablou& operator =( const tablou& );
T& operator [J(int);

/I returneaza numarul elementelor
size() {return d; }

/I activarea/dezactivarea verificarii indicilor
voidvOn (){v=1;}
void vOff() {v=0;}

protected:
int d; // numarul elementelor (dimensiunea) tabl oului
T *a; // adresa zonei alocate
char v; // indicator verificare indice

/I functie auxiliara de initializare
void init( const tablou& );

k

template<class T>
tablou<T>::tablou( int dim ) {
a=0;v=0;d=0; I/ valori implicite
if (dim>0) I/ verificarea dimensiu nii
a=new T[d=dim]; // alocarea memoriei

}
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template <class T>

tablou<T>::tablou( const tablou<T>& t) {
// initializarea obiectului invocator cu t
init(t);

template <class T>

tablou<T>& tablou<T>::operator =( const tablou<T>& t){
if (this I= &t) {// este o atribuire inefectiv ax=x?
delete []a; // eliberarea memoriei alocat e
init(t); [ initializarea cu t
return *this; /I se returneaza obiectul inv ocator
}

template<class T>
void tablou<T>::init( const tablou<T>& t) {
a=0;v=0;d=0; // valoriimplicite

if (td>0){ /I verificarea dimensiun ii
a=new T[d=td];// alocarea si copierea elem.
for (inti=0;i<d;i++)ali]=tali] ;

vV =tv; /I duplicarea indicatoru lui
} /I pentru verificarea in dicilor

}

template< class T >
T& tablou<T>::operator [J(inti) {
static T z; // elementul returnat in caz de ero are

if (d ==0) // tablou de dimensiune zero
return z;

if(v==0]](0<=i&&i<d))
// verificarea indicilor este dezactivata,
/I sau este activata si indicele este corect
return afiJ;

cerr << "\n\ntablou -- " <<i
<< ":indice exterior domeniului [0, "
<<(d-1)<<"].\n\n"

return z;

}

intr-o prima aproximare, diferetele fai de clasa neparametsictablou sunt
urmatoarele:

* Nivelul de incapsulareprotected a Tinlocuit nivelul private . Este o
modificare necesarprocesului de derivare al claselor, prezentatdaisnile
urmitoare.

e Eliberarea zonei alocate dinamic trebui@ se realizeze prin invocarea
destructorului tipuluiT pentru fiecare element. Deci, in loc deletea , este
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obligatoriu ¢ scriemdelete [|a atat Tn destructor, cati in operatorul de
atribuire. De asemenea, copierea elementelor Trctiannit() nu se mai
poate face global, primemcpy() , ci element cu element, pentru a invoca astfel
opratorul de atribuire al tipuluf.

* Prezema defintiilor functiilor membre Tn fgierul header nu este o gemh. De
fapt, este vorba dgabloanele fungilor membre.

Printre inconvenientele tablourilor predefinite aemumeratsi imposibilitatea
detectrii indicilor erongi. Dupia cum se obse#y am completat clasa parametric
tablou<T> cu fundiile publicevOn() si vOff() , prin care se activeazrespectiv
se dezactiveaz verificarea indicilor. In funge de valoarea logic a variabilei
privatev, valoare stabilit prin funaiile vOn() si vOff() , operatorul de indexare
va verifica, sau nu va verifica, corectitudineaigelui. Operatorul de indexare a
fost modificat corespuritor.

Pentru citireasi scrierea obiectelor de timblou<T> , supraindrcam operatorii
respectivi &> si <<) ca funcii nemembre. Convenim ca, n opédike de
citire/scriere, 8 reprezentm tablourile Tn formatul

[dimensiune] elementl element?2 ...

Cei doi operatori pot fi implementisastfel:

template <class T>
istream& operator >>( istream& is, tablou<T>& t) {

char c;

// citirea dimensiunii tabloului incadrata de ' si'
is >>c;

if (c!=T"){is.clear( ios::failbit); retur nis;}
int n; is >>n; is >> c;

if (c!="7"){is.clear( ios::failbit); retur nis;}

/I modificarea dimensiunii tabloului,
// evitand copierea elementelor existente
t.newsize( 0 ).newsize( n);

/I citirea elementelor
for (inti=0;i<n;is>>t[i++]);

return is;
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template <class T>
ostream& operator <<( ostreamé& 0s, tablou<T>& t) {
int n = t.size();

0s <<"['<<n << "
for (inti=0;i<n;os<<t[i++]<<'");

return os;

}

Acesti operatori sunt utilizabili doar décobiectelor de tipT li se pot aplica
operatorii de extragere/inserare, respectiv<<. In caz contrar, orice incercare de
a aplica obiectelor de timblou<T> operatorii mai sus defitii va fi semnalata ca
eroare la compilarea programului.

Operatorul de extragere (citirey> prezingk o anumif particularitate fga de

celelalte fungii care opereax asupra tablourilor: trebuieasmodifice chiar

dimensiunea tabloului. Dauvariante de a realiza aceastperaie, dintre care una
prin intermediul fun@ei newsize() , sunt discutate Tn Exendgie 4.2 si 4.3.

Marcarea erorilor la citire se realizegiaprin modificarea corespuatoare a strii
istream-  ului prin

is.clear( ios: failbit );

Dupa cum am precizat Tn Sdanea 2.3.2, starea unustream se poate testa
printr-un simpluif (cin>>...) . Odah ce unistream a ajuns intr-o stare
de eroare, nu maiispunde la operatorii respectivi, decat dupe este readus la
starea normalde utilizare prin instrug¢unea

is.clear();

4.2 Stive, cozi, heap-uri

Stivele, cozilesi heap-urile sunt, Tn eseh) tablouri manipulate altfel decat prin
operatorul de indexare. Acedaafirmaie contrazice aparent deftiile date Tn
Capitolul 3. Aici se precizeazca stivele si cozile sunt liste liniare in care
inseirile/extragerile se fac conform unor algoritmi padiari, iar heap-urile sunt
arbori binari complg. Tot in Capitolul 3 am ditat & reprezentarea cea mai
comodi pentru toate aceste structuri este cea sa@ldnbazai pe tablouri.

In terminologia specifit progranirii orientate pe obiect, spunemi dipurile
stiva<T> , coada<T> si heap<T> sunt derivate din tipul tablou<T> , sau @
mastenesc tipul tablou<T> . Tipul tablou<T> se numete tip de baz pentru
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tipurile stiva<T> , coada<T> si heap<T>. Prin matenire, limbajul G+ permite
atat crearea unor subtipuri ale tipului de Harat si crearea unor tipuri noi,
diferite de tipul de bax Stivele, cozilesi heap-urile vor fi tipuri noi, diferite de
tipul de baz tablou. Posibilitatea de a crea subtipuri prinidare, o facilitate
deosebit de puternica progranirii orientate pe obiec$i a limbajului G-+, va fi

exemplificati in Seciunile 11.1si 10.2.

421 Clasdestiva<T>si coada<T>

Clasastiva<T> este un tip nou, derivat din clasablou<T> . Tn limbajul G+,
derivarea se indicprin specificarea claselor de lagot fi mai multe!), imediat
dupd numele clasei.

template <class T>
class stiva: private tablou<T> {
...

k

Fiecare clas de baz este precedatde atributulpublic sauprivate , prin care
se specifid modalitatea de nybenire. O clas derivaé public este un subtip al
clasei de baz iar una derivat private  este un tip nou, distinct fa de tipul de
baz.

Clasa derivat mosteneste toti membrii clasei de baz cu excepia constructorilor
si destructorilor, dar nu are acces la memiprivate  ai clasei de baz Atunci

cand este necesar, acest incovenient poate fiteprta utilizarea in clasa de baz
a nivelului de accegprotected in locul celuiprivate . Membrii protected  sunt

membri privai, dar accesibili claselor derivate. Nivelul de ascal membrilor
mosteniti se modific prin derivare astfel:

* Membrii neprivai dintr-o clagi de baZ publica Tsi pastreaz nivelele de acces
si Tn clasa derivat.

* Membrii neprivai dintr-o clasi de baz privati devin membriprivate  Tn clasa
derivat.

Revenind la clasastiva<T> , putem spune & mostengte de la clasa de baz
tablou<T> membrii

int d;
T *a;

ca membriprivate , precumsi cei doi operatori (publici Tn clas@blou<T> )



70  Tipuri abstracte de date Capitolul 4

tablou& operator =( const tablou& );
T& operator [J(int);

tot ca membriprivate

Pe baza celor de mai sus, se justifioarte simplu faptul £ prin derivarea privdit

se ohin tipuri noi, total distincte fe@ de tipul de baz Astfel, nu este disponikil
nici una din facilifitile clasei de baztablou<T> 1n exteriorul clasestiva<T> ,

existena clasei de bay fiind total ascuns utilizatorului. In schimb, pentru
implementarea propriilor faciliti, clasa stiva<T> poate folosi din plin to

membrii claseitablou<T> . Prin derivaregrivate , realizim deci oreutilizare a

clasei de bax

Definirea unei stive derivatdin tablou se realizeédzstfel (fsierul stvah ):

#ifndef _ STIVA_H
#define _ STIVA_H

#include <iostream.h>
#include "tablou.h"

template <class T>
class stiva: private tablou<T> {
public:
stiva(intd): tablou<T>(d){s=-1;}

push( const T& );
pop ( T&);

private:
ints; // indicele ultimului element inserat

k

template <class T>

stiva<T>::push(const T& v) {
if (s>=d-1)return0;
a[++s]=v; returnl;

template <class T>
stiva<T>::pop( T& v) {
if (s<0) return O;
v =a[ s--]; return 1;

#endif

fnainte de a discuta detalile de implementare, emarém o anumii
inconsecveti apirutda n defintia fungiei pop() din Seciunea 3.1.1. Aceast
functie returneaiz fie elementul din varful stivei, fie un mesaj deoare (atunci
cand stiva este viJ. Desigur @ nu este un detaliu deranjant atat timp céat ne
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intereseaz doar algoritmul. Dar, cum implememh efectiv aceadtfunctie, astfel
incat & cuprindem ambele sittii® Intrebarea poate fi formulafn contextul mult
mai general al tratii excepiilor. Rezolvarea unor cazuri particulare, a
excepiilor de la anumite reguli, probleincare nu este strict de domeniul
prograndrii, poate da mai ptine dureri de cap prin aplicarea unor principii fea
simple. lati, de exemplu, un astfel de principiu formulat dendton Churchill:
“Nu ma intrerupei Tn timp ce intrerup”.

Tratarea excefilor devine o chestiune foarte complidatmai ales in cazul
utilizarii unor fungii sau obiecte dintr-o bibliotéic Autorul unei biblioteci de
functii (obiecte) poate detecta exaéfe din timpul exectiei dar, in general, nu
are nici o idee cumasle trateze. Pe de aliparte, utilizatorul biblioteciktie ce 4
faca Tn cazul apatiei unor excegi, dar nu le poate detecta. Nonea de excejpe,
notiune acceptdt de Comitetul de standardizare ANSI+€ introduce un
mecanism consistent de rezolvare a unor astfel itieat8. |ldeea este ca, in
momentul cand o funte detecteax o situaie pe care nu o poate rezolvai s
semnaleze trow ) o excepie, cu sperata ¢ una din fungile (direct sau
indirect) invocatoare va rezolva apoi problema. @hdie care este prégjta
pentru acest tip de evenimentg ¥a anuna in prealabil disponibilitatea de a trata
(catch ) excenii.

Mecanismul schat mai sus este o alternatila tehnicile tradiionale, atunci cand
acestea se dovedesc a fi inadecvate. Eldofercale de separare explizita

secvenelor pentru tratarea erorilor de codul propriu-zigogramul devenind
astfel mai clarsi mult mai wor de intrginut. Din picate, la nivelul anului 1994,
foarte puine compilatoare €+ implementeaz complet mecanismulthrow —

catch . Revenim de aceea la “stilul clasic”, stil indepdent de limbajul de
programare folosit. Uzual, la ntalnirea unor ere@ ationeaz in unul din

urmitoarele moduri:

e Se termii programul.
e Se returneaxo valoare reprezentand “eroare”.
e Se returneaxzo valoare legdl, programul fiind fisat intr-o stare ilegal

* Seinvoa o funaie special construitde programator pentru a fi apeldh caz
de eroare.

Terminarea programului se realizéagarin revenirea din fun¢a main() , sau prin
invocarea unei fund de bibliote@ numiti exit() . Valoarea returnatde main() ,
precumsi argumentul intreg al funiei exit() , este interpretat de sistemul de
operare ca urtod de retural programului. Un cod de retur nul (zero) senuiifi
executarea coregta programului.

Para Tn prezent, am utilizat tratarea excépr prin terminarea programului Tn
clasaintErval . Un alt exemplu de tratare a excilpr se poate remarca la
operatorul de indexare din clatdlou<T> . Aici am utilizat penultima alternativ
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din cele patru enuate mai sus: valoarea returaatste legai, dar programul nu a
avut posibilitatea de a trata eroarea.

Pentru stid si, de fapt, pentru multe din structurile implemetetaaici si
susceptibile la situéi de excepie, am ales varianta a doua: returnarea unei valori
reprezentand “eroare”. Pentru a putea distingendditsimplu situdile normale de
cazurile de excepe, am convenit ca fun@a pop() si transmif elementul din
varful stivei prin intermediul unui argument de tipferiné, valoarea returnét
efectiv de funde indicAnd existeta sau inexisteta acestui element. Astfel,
secvena

while( s.pop(v)){
...
}

se execut atat timp cat in stiva mai sunt elemente, variabilaavand de fiecare
dati valoarea elementului din varful stivei. Furecpush() are un comportament
asenanitor, secverm

while( s.push(v) ) {
...
}

executandu-se atata timp céat in &tBe mai pot insera elemente.

In continuare, ne propuneni sinalizim mai anminuntit contribuia clasei de baz

tablou<T> 1n fungionarea claseistiva<T> . Sa remaré@m mai intai invocarea
constructorului tipului de bdz pentru infializarea datelor membre mi@nite,

invocare realizat prin lista de ingializare a membrilor

stiva( intd ): tablou<T>(d) {s=-1;}

Utilizarea acestei sintaxe speciale se datotefaptului & execuia oricirui
constructor se face iIn dawtape. Intr-o prirh etap, etapi de iniializare, se
invoci constructorii datelor membre nmenite de la clasele de bazconform
listei de intializare a membrilor. In a doua etgpnumiti etapi de atribuirg se
execuli corpul propriu-zis al constructorului. Necesitate@ei astfel de etapizi
se justifia prin faptul @ initializarea membrilor mgeniti trebuie rezolvat in
mod unitar de constructorii proprigi nu de cel al clasei derivate. Datista de
initializare a membrilor este incompiet atunci, pentru membrii imasi
neinitializati, se invo@ constructorii implicii. De asemenea, tot Tn etapa de
initializare se vor invoca constructorii datelor membte tip clad si se vor
initializa datele membre de tigonst sau referipa.

Continuand analiza contripiei tipului de baz tablou<T> , si remar@m ci in
clasastiva<T> nu s-au definit constructorul de copiere, operatake atribuiresi



Sectiunea 4.2 Stive, cozi, heap-uri 73

destructorul. Injializareasi atribuirea obiectelor de tip stivcu obiecte de aceda
tip, precumsi distrugerea acestora, se realizgédntusi corect, datele membre
mostenite de latablou<T> fiind manipulate de funtile membre ale acestui tip. In
functia

void f() {
stiva<int> x( 16 );
stiva<int>y = x;
X=Y;

}

initializarea luiy cu x se face membru cu membru, pentru datele propseseil
stiva<T>  (intregul top ), si prin invocarea constructorului de copiere al elas
tablou<T> , pentru infializarea datelor membre mtenite (intreguld si adresaa).
Atribuirea x =y se efectueaz membru cu membru, pentru datele proprii, iar
pentru cele mgenite, prin invocarea operatorului de atribuire alasei
tablou<T> . La terminarea fungei, obiectelex si y vor fi distruse prin invocarea
destructorilor Tn ordinea inveisa invoarii constructorilor, adig destructorul
claseistiva<T> (care nu a fost precizat pentrd ou are de #cut nimic) si apoi
destructorul clasei de bazablou<T>

Implementarea clasaioada<T> se face pe baza preérdor din Segiunea 3.1.2,
direct prin modificarea defitiei claseistiva<T> . In locul indiceluitop , vom
avea dod date membregsi anume indiciihead si tall , iar funaiile membre
push() si pop() vor fi inlocuite cuins_q() , respectivdel q() . Ca exerdiu, va
propunem & realizai implementarea efectiva acestei clase.

4.2.2 Clasaheap<T>

Vom utiliza structura de heap descrim Sec¢iunea 3.4 pentru implementarea unei
clase defini prin operaiile de inserare a unei valogi de extragere a maximului.
Clasa parametric heap<T> seanina foarte mult cu claselestiva<T> i
coada<T>. Diferenele apar doar la implementarea opélar de inserare in heap
si de extragere a maximului. Defina claseiheap<T> este:

#ifndef _ HEAP_H
#define _ HEAP_H

#include <iostream.h>
#include <stdlib.h>
#include "tablou.h"
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template <class T>
class heap: private tablou<T> {
public:
heap(int d): tablou<T>(d){h=-1;}
heap( const tablou<T>& t): tablou<T>(t)
{h=tsize() - 1; make_heap(); }

insert (constT&);
delete_max( T&);

protected:
int h; /I indicele ultimului element din hea

void percolate( int );
void sift_down( int );
void make_heap();

%

template <class T>
heap<T>:insert( const T& v ) {
if (h>=d-1)return O;
a[ ++h ] =v; percolate( h );
return 1,

}

template <class T>
heap<T>::delete_max( T& Vv ) {
if (h<0)return O;
v=a[0];
a[ 0] =a[ h--]; sift_down(0);
return 1,

}

template <class T>
void heap<T>::make_heap() {
for (inti=(h+1)/2;i>=1; sift_down( --i

template <class T>
void heap<T>::percolate(inti) {
T*A=a-1; //a[0] esteA[l], ..,
/la[i-1]este Ali]
intk=i+1,j;

do {

i= ke
Jif(j>1&&A[k]>A[j/2])k:j/2;
Ttmp=A[j]; Alj]=A[k]; A[k]=tmp;
}while (j!1=k);

));

Capitolul 4
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template <class T>
void heap<T>::sift_down(inti) {
T*A=a-1; //a[0] esteA[l],..,
/la[n-1]este A[n]
intn=h+1,k=i+1,j;

do {
=k
if (25 <=n&&A[ 2% ]>A[k])k=2%;
if (24 < n&& A[2%+1] > A[K]) k = 2%+ 1;
Ttmp=A[j];A[j]=A[K]; Alk]=tmp;
}while (j!=k);
}
#endif
Procedurile insert() si delete_max() au fost adaptate stilului de tratare a

excepiilor prezentat in sgunea precedent ele returneax valorile logicetrue
saufalse dupa cum operdile respective sunt, sau nu sunt posibile.

Clasa heap<T> permite crearea unor heap-uri cu elemente de owe diverse
tipuri: int , float , long , char etc. Dar Tncercarea de a defini un heap pentru un
tip nou T, definit de utilizator, poate fi respifischiar in momentul comgpitii,
dac acest tip nu are definit operatorul de compararéicest operator, aacui
definire @mane Tn sarcina proiectantului clasgi trebuie & returnezetrue (o
valoare diferif de 0) dac argumentele sale sunt in rgka> si false (adici 0) Tn

caz contrar. Pentru a nu fi necesar definirea operatoruluk, Tn implementarea
claseiheap<T> am folosit numai operatorw.

Vom exemplifica utilizarea claseheap<T> cu un operator> diferit de cel
predefinit prin intermediul clasentErval . Desi clasaintErval nu are definit
operatorul >, programul urritor “trece” de compilaresi se execut (aparent)
corect.

#include "intErval.h"
#include "heap.h"

/l dimensiunea heap-ului, margine superioara in int Erval
const SIZE = 128;

int main( ) {
heap<intErval> hi( SIZE );
intErval v( SIZE);
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cout << "Inserare in heap ("Z/#" << (SIZE - 1) << "Nn... "
while (cin >>v) {

hi.insert( v );

cout<<".. "™

cin.clear();

cout << "Extragere din heap\n";
while ( hi.delete_max(v)) cout << v <<'\n’;

return O;

}

Justificarea corectitudinii sintactice a progranmudie mai sus constin existema

operatorului de conversie de latErval la int . Prin aceast conversie,
compilatorul rezold compararea a dawalori de tipintErval ~ (pentru operatorul
>), sau a unei valorintErval cu valoareaO (pentru operatorul=) folosind

operatorii predefini pentru argumente de tip Tntreg. UtilizAnd asel@perator de
conversie de lantErval laint , putem defini foarte comod un operater prin

care heap-ul&devim un min-heap. Noul operator este practic negarea rekai

uzuale>:

[/l Operatorul > pentru min-heap
int operator >( const intErval& a, const intErval& b){
return a < b;

}

La compilarea programului de mai sus, probaliilegi observat un mesaj relativ la
invocarea fungiei “non-const " intErval::operator int() pentru un obiect
const Tn fungia heap<T>:insert() . lati despre ce este vorba. Uitorul
program generedzexact acelg mesa;j:

#include "intErval.h"

int main( ) {
intErval x1;
const intErval x2( 20, 10);

X1 = X2;
return O;

}

Desi nu este invocat explicit, operatorul de conversint este aplicat variabilei
constantex2. Tnainte de a discuta motivul acestei ingd¢ si ne oprim ptin
asupra manipdfii obiectelor constante. Pentru acest tip de Maitea (variabile
constantel), sa cum estex2, se invod doar funtiile membre declarate explicit
const , funcii care nu modifid obiectul invocator. O astfel de futie fiind si



Sectiunea 4.2 Stive, cozi, heap-uri 77

operatorul de conversimtErval::operator int() , va trebui §-i compleim
definitia din clasantErval  cu atributulconst :

operator int() const { return v; }

Acelasi efect 1l aresi definirea noneonst a obiectuluix2, dar scopul nu este de a
elimina mesajul, ci de a falege §i de a elimina) cauza lui.

Atribuireax1 =x2 ar trebui rezolvat de operatorul de atribuire generat automat
de compilator, pentru fiecare ckasin cazul nostru, acest operator nu se iryoc
deoarece atribuirea poate fi rezolwvatumai prin intermediul fundlor membre
explicit definite:

e X2 este convertit lant prin operator int( ) , conversie care genereagi
mesajul discutat mai sus

« Rezultatul conversiei este atribuit Ikl prin operator =(int)

Din picate, rezultatul atribuirii este incorect. In loax2 si fie copiat inx1, va fi
actualizat doar valoarea a luixl cu valoareas lui x2. Evident &, Tn exemplul
de mai susxl va semnala depirea domeniului 3u.

Solutia pentru eliminarea acestei aparente anomalii,eqgztie de interferga
dintre operator int( ) si operator =(int) , const Tn definirea explicit a
operatorului de atribuire pentru obiecte deitiirval

intErval& intErval::operator =( const intErval& s ) {
min = s.min; v = S.v; max = s.max;
return *this;

}

Dupa ce am clarificat particularitile obiectelor constante, este momentdl s
adaptim corespun#tor si clasatablou<T> . Orice clad frecvent utilizad — si
tablou<T> este una din ele — trebuia $ie proiectai cu grija, astfel Tncat %
suporte inclusiv lucrul cu obiecte constante. Vodiwga Tn acest scop atributul
const functiei membresize()

size() const { return d; }

n plus, mai adugam si un nou operator de indexare:

const T& operator [J(int) const;

Particularitatea acestuia coasdoar in tipul valorii returnateconst T& , valoare
imposibil de modificat. Consistea declargiei const , asociai operatorului de
indexare, este datde dtre proiectantul clase§i nu poate fi verificat semantic
de aitre compilator. O astfel de declam poate fi atgata chiarsi operatorului de
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indexare ohinuit (cel noneonst ), caci el nu modifi@ nici una din datele membre
ale claseitablou<T> . Ar fi Thsa absurd, deoarece tabloul se modifate fapt prin
modificarea elementelor sale.

4.3 Clasali sta<BE>

Structurile prezentate pénacum sunt de fapt liste implementate secian

difereniate prin particularittile operaiilor de inseraresi extragere. In cele ce
urmeaz, ne vom concentra asupra unei implendeinfnlantuite a listelor, prin

alocarea dinamica memoriei.

Ordinea nodurilor unei liste se realizeprin completarea informeei propriu-zise
din fiecare nod, cu informa privind localizarea nodului urator si eventual a
celui precedent. Informéle de localizare, numite leguri sau adrese, pot fi, in
functie de modul de implementare ales (vezi ffawea 3.1), indici intr-un tablou,
sau adrese de memorie. In cele ce urmigéiecare nod va fi alocat dinamic prin
operatorulnew, legiturile fiind deci adrese.

Informatia din fiecare nod poate fi de orice tip, de larumiar intreg sau real la o
structuti oricat de complex De exemplu, pentru reprezentarea unui graf prin
lista muchiilor, fiecare nod caime cele doa extremitti ale muchieisi lungimea
(ponderea) ei. Limbajul €+ permite implementarea structurii de nod prin
intermediul claselor parametrice astfel:

template <class E>

class nod {

...

E val; /l informatia propriu-zisa
nod<E> *next; // adresa nodului urmator

k

Opergiile elementare, cum sunt parcurgerile, irgde sau stergerile, pot fi
implementate prin intermediul acestei structurifelst

e Parcurgerea nodurilor listei:

nod<E> *a; /I adresa nodului actual
...

while (a) { // adresa ultimului element are v aloarea 0
/. prelucrarea informatiei a->val
a = a->next; // notatie echivalenta cu a = (*a ).next

}

* |Inserarea unui nou nod in list
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nod<E> *a; [/l adresa nodului dupa care se fa ce inserarea
nod<E> *pn; /[ adresa nodului de inserat

...

pn->next = a->next;

a->next = pn;

» Stergerea unui nod din list(operaie care necesit cunoaterea nu numai a
adresei elementului de eliminat, gia celui anterior):

nod<E> *a; I/l adresa nodului de sters

nod<E> *pp; /I adresa nodului anterior lu ia
...

pp->next = a->next; // stergerea propriu-zisa

...
/I eliberarea spatiului de memorie alocat nodului de
// adresa a, nod tocmai eliminat din lista

Structura de nod este sufici@anpentru manipularea listelor cu elemente deEjp
cu condiia ¢ cunoatem primul nod:

nod<E> head; // primul nod din lista

Exista totusi o lista imposibil de tratat prin intermediul acestei implentiri, si
anume lista vid. Problema de rezolvat este oarecum paradoxaleoarece
variabila head, primul nod din lisi, trebuie & reprezinte un nod care nu exist
Se pot gsi diverse soltii particulare, dependente de tipgilnatura informaiilor.
De exemplu, dat informaiile sunt valori pozitive, o valoare negaiiar putea
reprezenta un nod inexistent. OaabHoluie este adugarea unei noi date membre
pentru validarea existe@i nodului curent. Dar este inacceptabil ca pendru
singur nodsi pentru o singut situgie i Tncarcam toate celelalte noduri cu Tac
un camp.

Imposibilitatea reprezeitii listelor vide nu este rezultatul unei proiéadt

defectuoase a clasaod<E>, ci al confuziei dintre ligt si nodurile ei. Identificand
lista cu adresa primului ei nodi adiugénd fundile uzuale de manipulare
(insedri, stergeri etc), olinem tipul abstraclista<E> cu elemente de tif:

template <class E>

class lista {

...

private:

nod<E> *head; // adresa primul nod din lista

k

Conform principiilor de Tincapsulare, manipulareaiembelor clasei abstracte
lista<E> se face exclusiv prin intermediul fugiécor membre, structura inteéna
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listei si, desigur, a nodurilor, fiind invizibdl din exterior. Conteaz doar tipul
informatiilor din listd si nimic altceva. lat de ce clasanod<E> poate fi Tn
intregime nepublig:

template <class E>
class nod {
friend class lista<E>;
...
protected:
nod( const E& v ): val(v) {next=0;}

E val; // informatia propriu-zisa
nod<E> *next; // adresa nodului urmator
h
in lipsa declardei fiend , obiectele de tipod<E> nici macar nu pot fi definite,
datorita lipsei unui constructopublic . Prin declargda friend se permite accesul
clasei lista<E> la toti membrii privgi ai claseinod<E>. Singurul loc Tn care
putem utiliza obiectele de tipod<E> este deci domeniul claststa<E>

Tnainte de a trece la definirea fuiitor de manipulare a listelor,asremar@m un
aspect interesant la constructorul clased<E>. Initializarea membruluival cu
argumentul v . nu a fost realizat printr-o atribuire val=v , ci invocéand
constructorul clasek prin lista de infializare a membrilor:

nod( const E& v ): val(v) {// ...}

Tn acest context, atribuirea este ineficigntleoareceval ar fi initializat de doa
ori: o dat in faza de inalizare prin constructorul implicit al clas&, iar apoi,
in faza de atribuire, prin invocarea operatorulaiaribuire.

Principalele opendi asupra listelor sunt inseraregd parcurgerea elementelor.
Pentru a implementa parcurgerea, r® amintim ce Tnseamnparcurgerea unui
tablou — pursi simplu un indicesi un operator de indexare:

tablou<int> T( 32 );
T[31]=1;

In cazul listelor, locul indicelui este luat de mlentul curent. Cai indicele, care
nu este memorat Tn clasa tablou, acest elemenintume are de ceasfaci parte
din structura clasei lista<T> . Putem avea oricite elemente curente,
corespunitoare oricator parcurgeri, tots@ cum un tablou poate fi adresat prin
oric&i indici. Analogia tablou-list se sfageste aici. Locul operatorului de
indexare[] nu este luat de o furie memb#, ci de o clas speciai numiti
iterator<e>

Intr-o varianti minima, datele membre din clastarator<E> sunt:
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template <class E>
class iterator {
...

private:
nod<E>* const *phead;
nod<g> *a;

I3

adica adresa nodului actual (curery) adresa adresei primului element al listei.
De ce adresa adresei? Pentru ca iteratodurasndm functional si Tn situgia
elimindrii primului element din list. Operatorul () , numit Tn terminologia
specifia limbajului C++ iterator, este cel care implementaaefectiv operda de
parcurgere

template <class E>

iterator<E>::operator ()( E& v) {
ifta){v=a->val; a=a->next; return 1;}
else {if( *phead ) a = *phead; return O; }

Se obser¥ ca parcurgerea este circulgradici, odat ce elementul actual a ajuns
la sfagitul listei, el este infializat din nou cu primul element, cu comndi ca lista
si nu fie vidi. Atingerea sf&itului listei este marcdt prin returnarea valorii
false Tn caz contrar, valoarea retursaeste true, iar elementul curent este
“returnat” prin argumentul de tip refenthla E. Pentru exemplificare, operatorul
de inserare imstream poate fi implementat prin clas@rator<e> astfel:

template <class E>
ostream& operator <<( ostreamé& 0s, const lista<E>& lista ) {
E v; iterator<E> | = lista;

os<<"{"
while (I(v))os<<v<<'}
0s << "}

return os;

Initializarea iteratoruluil , realizaf prin definiia iterator<E>|=lista , este
implementai de constructorul
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template <class E>

iterator<E>::iterator( const lista<E>& | ) {
phead = &l.head;
a = *phead,;

}

Declargia const a argumentululista<E>& | semnifia faptul & |, Tmpreun cu
datele membre, este o variabitead-only (consta#}) Tn acest constructor. In
consecimd, *phead trebuie 4 fie constant, adicdefinit ca

nod<E>* const *phead;

Aceeai initializare mai poate fi realizatsi printr-o instrugiune de atribuire
I =lista , operatorul corespugtor fiind aseninator celui de mai sus:

template <class E>

iterator<E>& iterator<E>::operator =( const lista<E >& 1) {
phead = &l.head;
a = *phead;

return *this;

}

Pentru a putea defini un iterator neializat, se va folosi constructorul implicit
(fara nici un argument):

template <class E>
iterator<E>::iterator( ) {

phead = 0;
a=0;
}
In finalul discuiei despre clasaterator<E> , vom face o ultiri observaie.

Aceast clasi trebuie 4 aiba acces la membrii priva din claselenod<E> si
lista<E> , motiv pentru care va fi declagafriend Tn ambele.

In sfarit, putem trece acum la definirea compled claseilista<E> . Fundia
insert() insereaz un nod Tnaintea primului element al listei.

template <class E>

lista<E>& lista<E>::insert( const E& v ) {
nod<E> *pn = new nod<E>(v);
pn->next = head; head = pn;

return *this;

}
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O alta functie memb#, numiti init)) , este invocat de citre constructorul de
copieresi de citre operatorul de atribuire, pentrutializarea unei liste noi cu o
alta, numit lista sursa .

template <class E>
void lista<E>::init( const lista<E>& sursa ) {
E v; iterator<E> s = sursa;

for ( nod<E> *tail = head = 0; s(v); ) {
nod<E> *pn = new nod<E>(v);
if (!tail ) head = pn; else tail->next = pn;
tail = pn;
}
}

Funaiareset) elimina rand pe rand toate elementele listei:

template <class E>
void lista<E>::reset( ) {
nod<E> *a = head;

while(a) {
nod<E> *pn = a->next;
delete a;
a=pn;

}
head = 0;
}

Instrugiuneahead=0 are, aparent, acelaefect ca intreaga fumie reset() ,
deoarece lista este redufa lista vidi. Totwi, aceast instruagiune nu se poate
substitui intregii fungi, deoarece elementele listei aimédne alocate,dfa sa
existe posibilitatea de a recupera gphalocat.

Declaraiile claselornod<kE>, lista<E> i iterator<E> , Tn forma lor complet,
sunt urnitoarele:

template <class E>
class nod {
friend class lista<E>;
friend class iterator<E>;

protected:
nod( const E& v ): val(v) {next=0;}

E val; // informatia propriu-zisa
nod<E> *next; // adresa nodului urmator

I3
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template <class E>
class lista {
friend class iterator<E>;
public:
lista( ) { head =0;}
lista( const lista<E>& s ) {init( s ); }
~lista( ) { reset(); }

lista& operator =( const lista<E>& );
lista& insert( const E& );

private:
nod<E> *head; // adresa primul nod din lista

void init( const lista<E>& );
void reset( );

1

template <class E>
class iterator {
public:
iterator( );
iterator( const lista<E>& );

operator ()( E& );
iterator<E>& operator =( const lista<E>& );

private:
nod<E>* const *phead;
nod<Eg> *a;

%

4.4 Exercifii

4.1 In cazul alodrii dinamice, este mai rentabil ca memoria s aloce in
blocuri mici sau in blocuri mari?

Solutie: Rulati urmatorul program. Atetie, stiva programului trebuieasfie
suficient de mare pentru a “rezista” apelurilor uesive ale fundei
alocareDinmica()

#include <iostream.h>

static int nivel;
static int raport;
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void alocareDinamica( unsigned n ) {
++nivel;
char *ptr = new char[ n ];
if (ptr)
alocareDinamica( n);

/ memoria libera este epuizata

delete ptr;

if (lraport++)

cout << "\nMemoria libera a fost epuizata. "

<< "S-au alocat "
<< (long)nivel * n * sizeof( char ) / 1024 << 'K'
<< "AnNumarul de apeluri " << nivel
<<"; la fiecare apel s-au alocat "
<< n * sizeof( char ) << " octeti.\n";

main( ) {
for (unsigned i=1024;i>32;i/=2){
nivel = 1; raport = 0;
alocareDinamica( 64 *i-1);

}

return 1;

}

Rezultatele obinute sunt clar in favoarea blocurilor mari. Ex@li@ conss in
faptul c fiecarui bloc alocat i se adadgun antet necesar gestioii zonelor
ocupatesi a celor libere, zone organizate Tn ddiste inkntuite.

4.2 Explicati rezultatele programului de mai jos.

#include <iostream.h>
#include "tablou.h"

int main( ) {
tablou<int> y( 12 );

for (inti=0, d =y.size();i<d;i++)

ylil=i
cout <<"\nTablouly :"<<y;
y=8
cout <<"\nTablouly :"<<y;
cout << \n';
return O;

}

Solutie: Elementul surprinztor al acestui program este insttiwnea de atribuire
y=8 . Surpinztor, Tn primul rand, deoarece ea “trece” de conmaalai nu s-a
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definit operatorul de atribuire corespuar. Tn al doilea rand, instrgiunea
y=8 surprinde prin efectele exetiei sale: tablouly are o ali dimensiunesi un

alt continut. Explicgia este dat de o convefrie a limbajului G-+, prin care un
constructor cu un singur argument este folgsita operator de conversie de la
tipul argumentului, la tipul clasei respective. &mzul nostru, tabloului i se
atribuie un tablou temporar de dimensiune 8, genepain invocarea
constructorului clasetablou<T> cu argumentul 8. S-a realizat astfel modificarea
dimensiunii tabloululy, dar cu preul pierderii coninutului initial.

4.3 Exerctiul de mai sus coine o soldie pentru modificarea dimensiunii
obiectelor de tiptablou<T> . Problema pe care o punem acum este de a rezolva
problema, astfel Tncéat canutul tabloului é nu se mai piaril

Solutie: lata una din posibilele implemedirti:

template< class T >
tablou<T>& tablou<T>::newsize( int dN ) {

T*aN=0; // noua adresa
if (dN>0){

aN=new T [dN]; // alocarea dinamica a me moriei

for (inti=d < dN?d:dN;i-;)

aN[i]=a[i]; // alocarea dinamica a me moriei

else

dN =0;
delete [] a; /I eliberarea vechiului s patiu
d=dN; a=aN; /I redimensionarea obiect ului

return *this;

}

4.4 Implementa clasa parametriccoada<T> .

Solutie: Conform celor metionate la sféitul Seaiunii 4.2.1, ne vom inspira de
la structura clasedtiva<T> . Una din implemeritile posibile este uré&toarea.

template <class T>
class coada: private tablou<T> {
public:
coada( intd): tablou<T>(d)
{head =tail = 0; }
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ins_g(const T& );
del_q( T&);

private:
int head; // indicele ultimei locatii ocupate
int tail; // indicele locatiei predecesoare prime i
/I locatii ocupate
h

template <class T>
coada<T>:ins_q( const T& x ) {
inth=(head +1) %d;
if (h==tail) returnO;
a[ head = h ] =x; return 1;

template <class T>
coada<T>:del_q(T&x){
if (head == tail ) return O;
tail = (tail + 1) % d;
x = @[ tail ]; return 1;

4.5 Testai functionarea claselostiva<T> si coada<T>, folosind elemente de
tip int .

Solutie: Daci programul urmator furnizea rezultate corecte, atunci putem avea
certitudinea & cele dod clase sunt corect implementate.

#include <iostream.h>
#include "stiva.h"
#include "coada.h"

void main() {
intn,i=0;
cout << "Numarul elementelor ... "; cin >> n;

stiva<int> st(n);
coada<int> cd(n);

cout << "\nStiva push ... ";
while (st.push(i)) cout <<i++<<'";

cout << "\nStiva pop ... ";
while (st.pop(i)) cout<<i <<'}

cout << "\nCoada ins_g... ";
while (cd.ins_q(i)) cout << i++<<'"
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cout << "\nCoada del_g... ";
while (cd.del_qg(i)) cout<<i <<'%

cout << '\n";

}

4.6 Testai functionarea clasei parametridista<E> cu noduri de tip adrese
de tablousi apoi cu noduri de tigablou<T>

Solutie (incorecta): Programul urritor nu fungioneaz corect decéat dupce a
fost modificat pentru noduri de timblou<T> . Pentru a-l corecta, nu uifaca
toate variabilele din ciclufor sunt locale.

#include <iostream.h>

#include "tablou.h"
#include "lista.h"

typedef tablou<int> *PTI;

main( ) {
lista<PTI> tablist;

for(intn=0,i=0;i<4;i++)

{tablou<int>t(i+1);
for (intj=t.size(); j--; t[j]=n++);
cout << "tablou " << i<<''; cout <<t <<'\n "\
tablist.insert( &t );

}

cout << "\nLista "; cout << tablist << "\n";

PTI t; iterator<PTI> it = tablist;
while(it(t))
cout << "Tablou din lista" << *t << "\n";

return 1,
}
4.7 Destructorul claseilista<T> “distruge” nodurile, invocand procedura
iterativa reset() . Implementa un destructor Tn variaftrecursi.

Indicatie: Daci fiecare element de timod<E> are un destructor de forma
~nod() { delete next; } , atunci destructorul claselista<E> poate fi
~lista() { delete head; }



5. Analiza eficientei
algoritmilor

Vom dezvolta Tn acest capitol aparatul matematicesar pentru analiza eficign
algoritmilor, incercand ca acedasincursiune matematicsi nu fie excesiv de
formali. Apoi, vom ai#ta, pe baza unor exemple, cum poate fi analizat un
algoritm. O atetie speciad o vom acorda tehnicilor de analim algoritmilor
recursivi.

5.1 Notafia asimptotica

In Capitolul 1 am dat un feles intuitiv situgiei cand un algoritm necegitun
timp in ordinul unei anumite fun@i. Revenim acum cu o defitie riguroa4.

5.1.1 O notatie pentru “ordinul lui”

Fie N multimea numerelor naturale (pozitive sau zegp)R multimea numerelor
reale. Noim prin N* si R® multimea numerelor naturale, respectiv reale, strict
pozitive, si prin R" multimea numerelor reale nenegative. Muolea {true, false

de constante booleene o aot cuB. Fief: N - R” o fungie arbitrai. Definim
multimea

O(f)={t:N - RY| (0c OR" (On, 0 N) (On = ny) [t(n) < cf ()]}

Cu alte cuvinteQO( f) (se citate “ordinul luif ") este mutimea tuturor fundilor t
marginite superior de un multiplu real pozitiv al I&i pentru valori suficient de
mari ale argumentului. Vom convenfi spunem & t este in ordinul luif (sau,
echivalent,t este TnO( f), saut 0 O( f)) chiarsi atunci cand valoare&(n) este
negativi sau nedefinit pentru anumite valorih < n,. In mod similar, vom vorbi
despre ordinul luff chiarsi atunci cAnd valoaref{n) este negati¥ sau nedefinit
pentru un nurir finit de valori ale luin; Tn acest caz, vom alegg suficient de

mare, astfel incéat, pentmui> n,, acest lucru & nu mai apat. De exemplu, vom

vorbi despre ordinul lun/log n, chiar daé pentrun=0si n= 1 fungia nu este
definita. Tn loc de t 0 O(f), uneori este mai convenabili Solosim notaia
t(n) O O( f (n)), subTnelegand aici & t(n) si f (n) sunt fungii.

89
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Fie un algoritm dati fie o fungiet: N - R" astfel incat o anumitimplementare
a algoritmului & necesite cel mult(n) unitati de timp pentru a rezolva un caz de
marime n, n O N. Principiul invarianei (menionat in Capitolul 1) ne asigarca
orice implementare a algoritmului necasiin timp Tn ordinul luit. Mai mult,
acest algoritm neceditun timp in ordinul luif pentru orice funtte f: N - R"
pentru caret 0 O( f). In particular,t 0 O(t). Vom ciuta Tn general & gasim cea
mai simpk functie f, astfel incat 0 O( f).

Proprietitile de baz ale lui O( f) sunt date ca exendi (Exercitiile 5.1-5.7) si
este recomandabikde studiai Tnainte de a trece mai departe.

Notatia asimptoti@ defineste o relaie de ordine parala Tntre fungii si deci, Tntre
eficienta relativa a difertilor algoritmi care rezol¥ o anumi probleni. Vom da
in continuare o interpretare algebiia notaiei asimptotice. Pentru oricare ddu
functii f, g: N - R" definim urnitoarea relde bina@: f < g daa O(f) O O(g).
Relaia “<” este orelatie de ordine pagiala in mukimea fungiilor definite peN si
cu valori inR" (Exerctiul 5.6). Definimsi o relatie de echivaleni: f =g daa
O(f) =0(9).

In multimea O( f) putem inlocui pef cu orice ali functie echivaleni cu f. De
exemplu, Ign = In n = log n si avem O(Ign) = O(In n) = O(log n). Notand cuO(1)
ordinul funaiilor marginite superior de o constantobtinem ierarhia:

0(1) O O(log n) O O(n) O O(n log n) O O(n® O O(n*) O O(2")

Aceast ierarhie corespunde unei clasific a algoritmilor dupg un criteriu al
performanei. Pentru o problei dat, dorim mereu % obtinem un algoritm
corespunitor unui ordin cat mai “la stanga”. Astfel, estemare realizare dacin
locul unui algoritm exponeial gisim un algoritm polinomial.

In Exerctiul 5.7 este ddt o metod de simplificare a calculelor, in care apare
notaia asimptotia. De exemplu,

n*+3n%+n+8 O O(n3+(3n2+n+8)) = O(max(ns, 3n2+n+8)) = O(n3)

Ultima egalitate este adésati, chiar dad max(ns, 3n2+n+8) zn’ pentru
0 <n< 3, deoarece nota asimptotid se aplié@ doar pentrun suficientde mare.
De asemenea,

n*-3n?-n-8 O O(n3/2+(n3/2—3n2—n—8)) = O(max(n3/2, n3/2—3n2—n—8))
= 0(n%2) =0(n%

chiar daé@ pentru 0< n < 6 polinomul este negativ. Exetitil 5.8 trateaz cazul
unui polinom oarecare.
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Notatia O( f) este folosid pentru a limita superior timpul necesar unui altar
masurand eficiera algoritmului respectiv. Uneori este utdl estimim si o limita
inferioara a acestui timp. In acest scop, definim pmka

Q(f)={t:N - R (Cc OR") (h, O N) (On = ny) [t(n) = cf (n)]}

Existdi o anumit dualitate Tntre notgile O(f) si Q(f). Si anume, pentru dau
functii oarecaref, g : N - R avem:f O 0(g), daa si numai dad g 0 Q( f).
O situgie fericitda este atunci cand timpul de exeieual unui algoritm este limitat,

atat inferior catsi superior, de cate un multiplu real pozitiv al bdesi functii.
Introducem notaa

O(f)=0(f)n Q(f)

numiti ordinul exactal lui f. Pentru a compara ordinele a dofwnctii, notatia ©
nu este Tn® mai puternid decat notda O, Tn sensul & relaia O( f) = O(g) este
echivaleni cu©( f) = ©(g).

Se poate intdmpla ca timpul de exgeual unui algoritm & depindi simultan de
mai muki parametri. Aceadt situgie este tipid pentru anunti algoritmi care
opereaz cu grafurisi Tn care timpul depinde atat de naral de varfuri, cati de
numirul de muchii. Notéia asimptotid@ se generalizeazin mod naturaki pentru

functii cu mai multe variabile. Astfel, pentru o fute arbitrai f: N x N - R"
definim
O(f)={t:NxN > RD| (Oc ORY) (Omy, ng O N) (Om=mg) (On = ng)
[t(m, n) < cf (M, n)]}

Similar, se okin si celelalte generalii.

5.1.2 Notatia asimptotica conditionata

Multi algoritmi sunt mai gor de analizat dacconsidedm initial cazuri a éror
marime satisface anumite condj de exemplu & fie puteri ale lui 2. In astfel de

situaii, folosim notaia asimptotia condkionati. Fie f: N - R” o fungie
arbitrai si fie P : N - B un predicat.

O(f|P) ={t:N -~ R”| (Oc OR") (h, O N) (On = n,)
[P(n) = t(n) < cf (N)]}

Notatia O( f ) este echivaletitcu O( f | P), undeP este predicatul aacui valoare
este meredrue. Similar, se olin notgiile Q(f | P) si ©( f |P).
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O fungie f: N - R" esteeventualnedescresitoare, dac existi un Ny astfel
incat pentru oricen 2 ny, avemf (n) < f (n+1), ceea ce implic prin indugie ci,
pentru oricen = n, si orice m= n, avemf (n) < f (m). Fieb = 2 un Tntreg oarecare.

O funaie eventual nedescrefioare esteb-neted daa f (bn) O O(f (n)). Orice
functie care esteb-netedi pentru un anumitb = 2 este, de asemeneb;neted
pentru oriceb = 2 (demonstra acest lucru!); din aceasttauz, vom spune pusi
simplu & aceste fungi sunt netede Urmitoarea proprietate asambl@aaceste
definitii, demonstrarea ei fiindikat ca exerdiu.

Proprietatea 5.1 Fie b>2 un intreg oarecard,: N - R” o fungie neted si
t:N-R 0 fungie eventual nedescredoare, astfel Tncat

t(n) O X( f (n) | n este o putere a )

undeX poate fiO, Q, sau®. Atunci,t O X( f). Mai mult, daat 0 ©( f), atuncisi
functiat este netedl g

Pentru a Trelege utilitatea notéei asimptotice condionate, & presupunem &
timpul de exectie al unui algoritm este dat de ec¢isa

tn) = a pentnu 1
(= t(n/2))+t(n/2)+bn pentrunz 1

unde a, b O R" sunt constante arbitrare. Este dificd analizim direct aceadt
ecuaie. Dad consideim doar cazurile cAnd este o putere a lui 2, eqiemdevine

{(n) = a pentrm=1
2t(n/2)+bn pentrun>1 o putere alui?2

Prin tehnicile pe care le vom Tipa la sfasitul acestui capitol, ajungem la reia
t(n) O ©(n logn | n este o putere a lui 2)

Pentru a atta acum @& t 00 ©(n log n), mai trebuie doarasverificim dad t este
eventual nedescrestmaresi daca n log n este neteil

Prin indugie, vom demonstraac([In = 1) [t(n) < t(n+1)]. Pentru Tnceput,asnotim

ca
t(1) =a< 2(a+b) =1(2)

Fien> 1. Presupunemicpentru oricem < n avemt(m) < t(m+1). Tn particular,
t(Ln/2J) < t(L(n+1)/2])
t((n/27) < t( (n+1)/2])
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Atunci,
t(n) = t(Ln/2)+t( n/2T)+bn < t(L(n+1)/2))+t( (n+1)/2])+b(n+1) = t(n+1)

In fine, mai Emane & aritam ci n log n este netedl Fungia nlog n este eventual
nedescresttoaresi

2n log(2n) = 2n(log 2+ logn) = (2 log 2n + 2n logn
0 O(n + nlog n) = O(max(n, n log n)) = O(n log n)

De multe ori, timpul de exe¢ie al unui algoritm se expriinsub forma unor
inegalititi de forma

t,(n) pentns ny,
tn) S{t(Ln/ 2))+t(n/2)+cn  pentrun> n

si, simultan

tz(n) pentnE n,
t(n)z{t(Ln/szt(Fn/ 2 +dn  pentrun> p

pentru anumite constante d 0 R”, Ny O N si pentru dod functii t;, t,: N - R".
Notatia asimptoti@ ne permite & scriem cele douinegaliti astfel:

() O t(Ln/2J) + t(n/27) + O(n)
respectiv
t(n) O tLn/2)) + t(n/2]) + Q(n)

Aceste doa expresii pot fi scrisgi concentrat:
t(n) O t(Ln/2J) + t(n/27) + ©(n)
Definim funcia

f(n) = 1 pentnu= 1
(= f(ln/2))+ f((n/2))+n pentrunz1

Am viazut a fO©(nlogn). Ne intoarcem acum la futia t care satisface
inegalitatile precedente. Prin indtie, se demonstredzca existi constantele
v <d, u=c, astfel incat

v<t(n)/f(n)<u
pentru oricen O N*. Deducem atunci
tO0O(f)=06(nlogn)
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Aceast tehnici de rezolvare a inegaiitilor initiale are doa avantaje. Tn primul
rand, nu trebuie ssdemonstim independentat 0 O(nlogn) si t 0 Q(n logn).
Apoi, mai important, ne permiteiasestrangem analiza la sittia candn este o
putere a lui 2, aplicand apoi Proprietatea 5.1. &rece nustim daa t este
eventual nedescrestware, nu putem aplica Proprietatea 5.1 direct esup
inegalititilor initiale.

5.2 Tehnici de analiza a algoritmilor

Nu exisé o formub generail pentru analiza eficiaei unui algoritm. Este mai
curdnd o chestiune de tfanament, intuiie si experienid. Vom afita, pe baza
exemplelor, cum se poate efectua o astfel de ahaliz

5.2.1 Sortarea prin seletie

Considedm algoritmulselectdin Seg¢iunea 1.3. Timpul pentru o singuexecuie
a buclei interioare poate fianginit superior de o constana. in total, pentru un
dat, bucla interioar necesii un timp de cel mulb+a(n-i) unititi, undeb este o
constani reprezentand timpul necesar pentrutializarea buclei. O singér
execuie a buclei exterioare are loc in cel maitb+a(n—i) unitati de timp, undec
este o alt constani. Algoritmul dureaz in total cel mult

d+nz_:1(c+ b+ g n- 1))

i=1

unititi de timp, d fiind din nou o constafit Simplificim aceast expresiesi
obtinem

(a/2)n® + (b+c-a/2)n + (d-c-b)

de unde deducemacalgoritmul necesit un timp in O(nz). O analiz similara

asupra limitei inferioare aratca timpul este de fapt T|®(n2). Nu este necesafis
consideim cazul cel mai nefavorabil sau cazul mediu, deoardimpul de
execuie este independent de ordonarea preaiaditlementelor de sortat.

Tn acest prim exemplu am dat toate detaliile. Décel detalii ca iniializarea
buclei nu se vor considera explicit. Pentru celea malte situaii, este suficients
alegem cabarometruo anumit instrugiune din algoritmsi si numiram de céte
ori se execut aceast instruaiune. Tn cazul nostru, putem alege ca barometru
testul din bucla interioar acest test executandu-se wi@-1)/2 ori. Exerciiul
5.23 ne sugeredza astfel de simplifidri trebuie ficute cu disceraimant.
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5.2.2 Sortarea prin insertie

Timpul pentru algoritmulinsert (Segiunea 1.3) este dependent de ordonarea
prealabii a elementelor de sortat. Vom folosi compéa“x<T[]]” ca
barometru.

Sa presupunem i este fixatsi fie x = T[i], ca Tn algoritm. Cel mai nefavorabil
caz apare atunci cand< T[ j] pentru fiecarg intre 1si i—1, algoritmul ficand in
aceadt situaie i-1 comparai. Acest lucru se Tntdmplpentru fiecare valoare a
lui i de la 2 lan, atunci cand tablouT este iniial ordonat descredtor. Numirul
total de compandi pentru cazul cel mai nefavorabil este

n

> (i-1)=n(n-1/ 20 ©(n?)

i=1
Vom estima acum timpul mediu necesar pentru un @azcare. Presupuneni c
elementele tablouluiT sunt distinctesi cd orice permutare a lor are aceea
probabilitate de apatie. Atunci, dad 1< k< i, probabilitatea cal[i] sa fie cel
de-al k-lea cel mai mare element dintre element&[&], T[2], ..., T[i] este 1i.
Pentru uni fixat, condiia T[i] < T[i-1] este fal& cu probabilitatea 1/ deci
probabilitatea ca#sse execute compaia “Xx < T[ j]”, o singuid dat Tnainte de
iesirea din buclawhile, este 1. Compargia “x < T[ j]” se execul de exact dod
ori tot cu probabilitatea 1/etc. Probabilitatea caisse execute compatia de
exacti—1 ori este 2/ deoarece aceasta se intaingatat caAndx < T[1], céatsi cand
T[1] £ x < T[2]. Pentru uni fixat, nunirul mediu de compata este

¢ = A0/ + 200/ +...+ (i—2)fi + (i-1)2/i = (i+1)/2 - 11

n
Pentru a sorta elemente, avem nevoie (120i comparaii, ceea ce este egal cu
i=2

(n*+3n)/4 - H,, 0 ©(n°)

n

unde prin Hn:Zi'lD O(logn) am notat aln-lea element al seriei armonice
i=1

(Exercitiul 5.17).

Se obser¥ ca algoritmul insert efectueaz pentru cazul mediu de déwri mai
putine compargi decat pentru cazul cel mai nefavorabil. Tgtuin ambele

situaii, numarul compardiilor este Tn@(nz).

Algoritmul necesid un timp in Q(nz), atat pentru cazul mediu, cét pentru cel
mai nefavorabil. Cu toate acestea, pentru cazul mal favorabil, cand inial
tabloul este ordonat cresor, timpul este TnO(n). De fapt, Tn acest caz, timpul
estesi Tn Q(n), deci este Tf®(n).
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5.2.3 Heapsort

Vom analiza, pentru Tnceput, algoritmumlake-heapdin Seciunea 3.4. Definim ca
barometru instrugunile din buclarepeat a algoritmuluisift-down Fie m numiarul
maxim de repeiri al acestei bucle, cauzat de apelul $ift-down(T, i), undei este
fixat. Notim cu j, valoarea luij dupi ce se execdtatribuirea | — k" la a t-a

repetare a buclei. Eviden}, =i. Daci 1 <t<m, la sfagitul celei de-a {-1)-a
repetiri a buclei, avemj #k si k= 2. In general,j, = 2j,_; pentru 1 <t<m.
Atunci,

n>j 22 24 ,2..22""

Rezulti 2™ < n/i, iar de aici obinem relaiam=< 1 + Ig(n/i).

Numarul total de executi ale bucleirepeat la formarea unui heap esteirginit
superior de

i(l’f lg(n/i)), undea =[n/2] *)

i=1

Pentru a simplifica aceasexpresie, $ obserdm ci pentru oricek = 0

C

Sg(n/i) < 2%Ig(n/ 2¥), undeb = 2* si ¢c=2"-1

i=b
Descompunem expresia (*) Tn semi corespunatoare puterilor lui 2si notam
d =Lig(n/2)J :

a d
lg(n/i) < > 2%Ig(n/ 2%) < 2% ig(n/ 2%
i=1 k=0

Demonstrgia ultimei inegaliti rezulti din Exerciiul 5.26. Dard =[lg(n/2)]
implica d+1 < Ig nsi d-1 = Ig(n/8). Deci,

ilg(n/i) < 3n

i=1

Din (*) deducem & [ n/2J+3n repetiri ale bucleirepeat sunt suficiente pentru a
construi un heap, deanake-heapnecesit un timpt 0 O(n). Pe de alt parte,

deoarece orice algoritm pentru formarea unui hemgbuie & utilizeze fiecare

element din tablou cel pun o daf, t 0 Q(n). Deci,t 0 ©(n). Putei compara acest
timp cu timpul necesar algoritmulgiow-make-heagExerctiul 5.28).

Pentru cel mai nefavorabil cazmift-downT[1 ..i-1], 1) necesi un timp in
O(log n) (Exerctiul 5.27). Tinadnd contsi de faptul @ algoritmul make-heapeste
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liniar, rezula ca timpul pentru algoritmul heapsort pentru cazul cel mai
nefavorabil este TO(n log n). Mai mult, timpul de exeaie pentruheapsorteste
de fapt Tn©(n log n), atat pentru cazul cel mai nefavorabil, gatpentru cazul
mediu.

Algoritmii de sortare prezentiapdni acum au o caracterisiccomuri: se bazeax
numai pe compaté intre elementele tabloulul. Din aceast cauz, 1i vom numi
algoritmi de sortare prin compgia. Vom cunoate si alti algoritmi de acest tip:
bubblesort quicksort mergesort Sa obserdm ca, pentru cel mai nefavorabil caz,
orice algoritm de sortare prin compée necesid un timp n Q(n logn)
(Exercitiul 5.30). Pentru cel mai nefavorabil caz, algoninheapsorteste deci
optim (in limitele unei constante multiplicativehcelasi lucru se intamgl si cu
mergesort

5.2.4 Turnurile din Hanoi

Matematicianul francez Eduard Lucas a propus in318&robleni care a devenit
apoi celeb#, mai ales datorit faptului ci a prezentat-o sub forma unei legende.
Se spune £ Brahma a fixat pe #mant trei tije de diamangi pe una din ele a pus
n ordine cresitoare 64 de discuri de aur de dimensiuni diferiastfel Tncéat
discul cel mai mare era jos. Brahma a crgat manistire, iar sarcina adugarilor
era ¢ mute toate discurile pe o altija. Singura opengune permid era mutarea a
cate unui singur disc de pe odtipe alta, astfel incat niciodati nu se pua un
disc mai mare peste unul mai mic. Legenda spuhsfésitul lumii va fi atunci
cand dlugarii vor savarsi lucrarea. Aceasta se dovetke a fi 0 previziune extrem
de optimisi asupra sf&itului lumii. Presupunandacin fiecare securiddse mul
un discsi lucrand fira intrerupere, cele 64 de discuri nu pot fi mutatel in 500
de miliarde de ani de la Tnceputultamii!

Obserdm ci pentru a muta cele mai mia discuri de pe tijai pe tijaj (unde
1<i<3,1<j<3,i#]j, n=1), transfeim cele mai micin—-1 discuri de pe tija
pe tija 6-i—j, apoi transfeam disculn de pe tijai pe tijaj, iar apoi retransfam
cele n—-1 discuri de pe tija 6i—-] pe tijaj. Cu alte cuvinte, reducem problema
mutarii a n discuri la problema mdtii a n-1 discuri. Urnitoarea procedur
descrie acest algoritm recursiv.

procedure Hanoi(n, i, j)
{muti cele mai micin discuri de pe tija pe tijaj}
if n>0then Hanoi(n-1,i, 6-i—j)
write i “ 5" j
Hanoi(n-1, 6-i—j, j)

Pentru rezolvarea problemei iidle, facem apeluHanoi(64, 1, 2).
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Considedm instrugiunea write ca barometru. Timpul necesar algoritmului este
exprimat prin urmtoarea recuref:

t(n) = 1 pentrm =1
2th-)+1 pentrun>1

Vom demonstra in S¢icnea 5.2 & t(n) = 2"-1. Rezult t 0 ©(2").

Acest algoritm este optim, in sensul este imposibil # mutim n discuri de pe o

tija pe alta cu mai pin de 2'-1 operaii. Implementarea in oricare limbaj de
programare care admite exprimarea recurs® poate face aproape Tnh mod direct.

5.3 Analiza algoritmilor recursivi

Am vizut Tn exemplul precedent cat de putednig, Tn acelai timp, céat de
elegani este recursivitatea Tn elaborarea unui algoritmu Mom face o
introducere in recursivitatg@ nici o prezentare a metodelor de eliminare aGsl
mai important cétig al exprimirii recursive este faptulacea este naturalsi
compact, fara sa ascund esena algoritmului prin detaliile de implementare. Pe
de alé parte, apelurile recursive trebuie folosite cu ce&isimant, deoarece
solicita si ele resursele calculatorului (timg memorie). Analiza unui algoritm
recursiv impli@ rezolvarea unui sistem de recurenVom vedea Tn continuare
cum pot fi rezolvate astfel de recutenincepem cu tehnica cea mai banal

5.3.1 Metoda iteratiei

Cu puina experiend si intuitie, putem rezolva de multe ori astfel de recueen
prin metoda iteraiei: se execut primii pasi, se intuigte forma general iar apoi
se demonstredzprin indugie matemati& ca forma este coreét Si consideim de
exemplu recureta problemei turnurilor din Hanoi. Pentru un anummit> 1
obtinem succesiv

t(n) = 2(n-1) + 1 = Z4(n-2) + 2+ 1 = ... = 27¢(1) +nz_:22i
i=0

Rezulté t(n) = 2"-1. Prin indugie matematid se demonstredzacum cu gurinti
ca aceast forma generai este corect
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5.3.2 Inductia constructiva

Indugia matematia@ este folosidi de obicei ca tehnic de demonstrare a unei
asetiuni deja enurate. Vom vedea in acedsteciune & indugia matematia
poate fi utilizai cu successi in descoperirea entumui asetiunii. Aplicand
aceast tehnia, putem simultan&sdemonstim o asefiune doar paial specificai

si si descoperim specificBle care lipsescsi datoriti carora asetiunea este
corecti. Vom vedea & aceast tehnid a induciei constructiveeste utifi pentru
rezolvarea anumitor recurgn care apar in contextul analizei algoritmilor.
Tncepem cu un exemplu.

Fie fungiaf: N - N, definitd prin recurema

() = 0 pentrm =0
f(n-1)+n pentrun> 0

Sa presupunem pentru momert ou stim ca f (n) = n(n+1)/2 si sa cautaim o astfel
de formuk. Avem

n

f(n)=ZisZn:n= n?
i=0

i=0

si deci, f(n) DO(nz). Aceasta ne sugereazsa formulam ipoteza indugei

specificate parsial 1ISP(n) conform dreia f este de formaf (n) = an’+bn+c.

Aceast ipotez este patiald, in sensul & a, b si ¢ nu sunt in& cunoscute.
Tehnica indugei constructive condtin a demonstra prin indtie matematié

aceast ipotez incomplef si a determina Tn acedatimp valorile constantelor
necunoscute, b si c.

PresupunemzlISP(n-1) este adeirati pentru un anumih = 1. Atunci,

f (n) = a(n-1)*+b(n-1)+c+n = an’+(1+b-2a)n+(a-b+c)

Daci dorim s arataim ca IISP(n) este adeirati, trebuie & aritim ci
f(n) = an’+bn+c. Prin identificarea coeficigior puterilor Iui n, obtinem
ecugiile 1+b-2a =Db si a-b+c =c¢, cu soluia a=b = 1/2, ¢ putédnd fi oarecare.
Avem acum o ipotez mai complei, pe care o numim totlISP(n):
f(n) = n?/2+n/2+c. Am artat ci, daci IISP(n-1) este adeirati pentru un anumit
n=1, atunci este adévati si IISP(n). Rimane & aritim ci este adedrati si
IISP(0). Trebuie &8 araitam ci f (0) = a@+b0+c = c. Stim ci f (0) = 0, decillSP(0)
este adewati pentruc=0. In concluzie, am demonstra& ¢ (n) = n/2+n/2
pentru oricen.
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5.3.3 Recurente liniare omogene

Existi, din fericire,si tehnici care pot fi folosite aproape automat parda rezolva
anumite clase de recurgn Vom incepe prin a considera etiuaecurente liniare
omogene, adicde forma

agt, +at, _+...+at _ =0 )
undet; sunt valorile pe care leiatim, iar coeficiefii a; sunt constante.
Conform intutiei, vom ciuta soluii de forma
t =x"

undex este o constait(deocamdait necunoscut). Incercim aceast soluie in (*)
si obtinem

n n-1 n-k _
ax +ax “+...+tax =0

Solutiile acestei ecud sunt fie soldia triviala x = 0, care nu ne intereseaie
soluiile ecugiei

k k-1 —
ax +ax “+..+a =0
care este ecuim caracteristig a recurerei (*).

Presupunand deocamdati cele k radacini ry, r,, ...,r, ale acestei ectik
caracteristice sunt distincte, orice combhiediniara

k
- n
tn - Zciri
i=1

este o soltie a recuretei (*), unde constantele,, c,, ..., ¢, sunt determinate de
condiiile initiale. Este remarcabilac(*) are numaisoluii de aceast forma.

Sa exemplifiim prin recurer care defingte sirul lui Fibonacci (din Setunea
1.6.4):

N A nx2

iart, = 0,t, = 1. Putem B rescriem aceastrecureni sub forma
=t~ th =0

care are ecuia caracteristig

x¥¥-x-1=0
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cu radacinilery , = (11\/3)/2. Soluia general are forma
t, =R +Cof;

Impunand condiile initiale, olfinem

c,*t¢C, =0 n=0
rc,+r,c,=1 n=1
de unde determim
Cp o= +1/+/5

Deci, t, =1/ @(rl” -r;). Obserdm cir, =@ = (1+/5)/2, r,= ~@ * si obtinem

ty =1/ V5(¢"~(-9) ™"

care este cunoscuta reka a lui de Moivre, descopetditla Tnceputul secolului
XVI. Nu prezinti nici o dificultate 4 araitam acum @ timpul pentru algoritmul

fibl (din Seciunea 1.6.4) este 10(¢").

Ce facem in® atunci cand &dacinile ecuaiei caracteristice nu sunt distincte? Se

poate afta ci, daa r este o &dacina de multiplicitatem a ecudsei caracteristice,

atunci t, =r" t =nr", t. =n’", ...t =n™r" sunt solgii pentru (*). Soluia

generai pentru o astfel de recurgineste atunci o combini@ liniara a acestor
termenisi a termenilor proveni de la celelalte @dacini ale ecudei caracteristice.
Din nou, sunt de determinat exdctonstante din condile initiale.

Vom da din nou un exemplu. Fie recutan
G ESt, -8t _,+ 4t o n> 3

iart, =0,t, = 1,t, = 2. Ecuaia caracteristi& are &idacinile 1 (de multiplicitate 1)
si 2 (de multiplicitate 2). Soltia general este:

— n n n
t,=c 1 +c,2" +¢c3n2

Din condtiile initiale, oktinemc, = -2, ¢, = 2,¢c; = -1/2.

5.3.4 Recurente liniare neomogene

Conside#m acum recurete de urnitoarea formi mai general
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agt, + gt + ... +at, . =b"p(n) (**)

undeb este o consta#t iar p(n) este un polinom im de gradd. Ideea general
este ca, prin manipati convenabile, 3 reducem un astfel de caz la o farm
omogen.

De exemplu, o astfel de recutérpoate fi:
t,— 2t,_, =3

In acest cazb =3 si p(n) =1, un polinom de grad 0. O simipmanipulare ne
permite 4 reducem acest exemplu la forma (*). Inmionl recurema cu 3, obinand

3t -6t _, =3""
Tnlocuind pen cun+1 in recurem initiala, avem
t -2t =3""
in fine, seidem aceste dduecuaii
ty.,— 5t ,+6t,_, =0

Am obtinut o recuremi omogeld pe care o putem rezolva ca Tn genea
precedert. Ecuaia caracteristig este:

X -5x+6=0
adiaa (x-2)(x-3) = 0.

Intuitiv, obserdm ca factorul k—2) corespunde Jitii stdngi a recuretei initiale,
in timp ce factorul X-3) a afirut ca rezultat al manipalilor efectuate, pentru a
scapa de parte dreapt

Generalizdnd acest procedeu, se poatstaawa, pentru a rezolva (**), este
suficient g luam urmitoarea ecug@ge caracteristig:
k k-1 d+1 _
(agx"+ax "+ ... +a)(x-b)""=0

Odat ce s-a olinut aceast ecuaie, se procedeazca Tn cazul omogen.

Vom rezolva acum recurea corespunitoare problemei turnurilor din Hanoi:
pt2t  +1 nx1
iar t, = 0. Rescriem recurea astfel

t,— 2t , =1
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care este de forma (**) cbb=1si p(n) =1, un polinom de grad 0. Ectia
caracteristi@ este atunci X-2)(x-1) = 0, cu soldile 1 si 2. Soluia general a
recurenei este:

_ n n
t,=c1 +c,2

Avem nevoie de daucondiii initiale. Stim ci t; = 0; pentru a §si cea de-a doua
condtie calcuhm

t,=2t,+1
Din condtiile initiale, otinem

t,=2"-1
Daci ne intereseaz doar ordinul luit,, nu este necesariscalcuim efectiv
constantele n sotia general. Daci stim ca t, = c,1" + ¢,2", rezulé t, O O(2").

Din faptul c numiarul de mutiri a unor discuri nu poate fi negativ sau constant,
deoarece avem in mod evideptz n, deducem & ¢, > 0. Avem atunct, 0 Q(2")

si deci,t. 0 ©(2"). Putem okine chiar ceva mai mult. Substituind sghugeneral
fnapoi in recurefa initiald, gasim

1=t -2t =c, +c,2"—2(c,+¢c,2") = —¢,

Indiferent de condia initiala, c, este deci1.

5.3.5 Schimbarea variabilei

Uneori, printr-o schimbare de variabjl putem rezolva recuregm mult mai
complicate. In exemplele care urm@azom nota cuT(n) termenul general al
recurenei si cu t, termenul noii recurege oltinute printr-o schimbare de

variabila. Presupunem pentru incepdutc este o putere a lui 2.

Un prim exemplu este recuren
() = 4T(n/2) + n w1
in care Tnlocuim p@& cu %, notim t, = T(2k) = T(n) si obtinem
t, = 4t,_, + 2~
Ecugia caracteristig a acestei recurea liniare este
(x-4)(x-2) =0
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si deci, t, = cl4k+ 022k. Tnlocuim la loc pek cu Ign
T(n) = cln2 +¢,Nn
Rezulé

T(n) O O(n2 | n este o putere a lui 2)

Un al doilea exemplu 1l reprezintcuaia

() = 4T(n/2) + n? n> 1
Procedéand la fel, ajungem la recut&n
_ k
t, =4t _, +4
Cu ecudia caracteristig
(x-4)° =0

si solutia generad t, = 0142 + c2k42. Atunci,
T(n) = cln2 + cznzlg n
si obtinem

T(n) O O(nzlog n | n este o putere a lui 2)

Tn fine, €1 consideim si exemplul
() = 3T(n/2) + cn 1

c fiind o constant. Obtinem succesiv
T(2%) = 312" + c2¢
t, = 3t,_, + c2
Cu ecudia caracteristig
(x-3)(x-2) =0
t, = c13k + c22k
T(n) = c13Ig "+c,n

si, deoarece

algb — blga

Capitolul 5
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obtinem
T(n) =c,n?%+c,n
deci,

T(n) O O(nIg 3| n este o putere a lui 2)

In toate aceste exemple am folosit ndaasimptotié condiionati. Pentru a aita
cd rezultatele otinute sunt adeirate pentru oricen, este suficient & adiugam
conditia ca T(n) sa fie eventual nedescredioare. Aceasta, datoditPropriefitii

5.1si a faptului @ functiile n? nlogn Si n'? 3 sunt netede.

Putem enuta acum o proprietate care este itita reeti pentru analiza
algoritmilor cu recursividti de forma celor din exemplele precedente.
Proprietatea, a aei demonstrare oiakam ca exerdiu, ne va fi foarte utd la
analiza algoritmilor divide et impera din Capitolul

Proprietatea 5.2FieT: N -~ R" o funaie eventual nedescresoare
() = aT(n/b) + cn’ > n,

unde:ny; =1, b>2si k=0 sunt intregi;a si ¢ sunt numere reale pozitiveyn,
este o putere a ll. Atunci avem

o(n“) pentrua< b*
T(n)O (a(nk logn) pentrua= b
O(n'°%?2) pentrua> b

5.4 Exercifii

5.1 Care din urmtoarele afirmai sunt adevirate?

i) n?00(n%

i) n*00(n?

i) 2™ 0 o2

iv) (n+1)! 0 O(n!)

v) pentru orice fungef: N - R, f0O(n) = [ f? 0 0O(n?)]
vi) pentru orice fungef: N - R, fO Oo(n) = [2 "o 0(2")]
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5.2 Presupunand acf este strict poziti¥ pe N, demonstré ca definitia lui
O( f) este echivalestcu urnitoarea definie:

O(f)={t:N - R | (Cc OR") (On O N) [t(n) < cf (N)]}

5.3 Demonstra ca relaia “00 O” este tranzitiva: dad f 0 O(g) si g O O(h),
atuncif 00 O(h). Deducei de aici & daa g 0 O(h), atunciO(g) O O(h).

5.4 Pentru oricare daufunctii f,g: N - R, demonstrd ca:
i) O(f)=0(g) - f0O(g) si gOO(f)
i) O(f)bo(g - fOO(g si gbO(f)

5.5  Gasiti doua fundtii f, g: N - R, astfel incaf 0 O(g) si g 0 O(f).
Indicatie: f (n) =n, g(n) = n**s""

5.6 Pentru oricare dau functii f, g: N - R" definim urmitoarea relde
binari: f<g daa O(f) 0 O(g). Demonstrd ca relaia “<” este o relde de

ordine patiala in mukimea funciilor definite peN si cu valori nR".

Indicatie: Trebuie aifitat c relaia este paiala, reflexiva, tranzitiva si
antisimetric. Tineti cont de Exeraiul 5.5.

5.7 Pentru oricare daufunctii f,g: N - R’ demonstrd ca
O(f +g) = O(max(f, 9))

unde sumai maximul se iau punctual.

5.8 Fie f (n) = amnm+...+a1n + @, un polinom de gradn, cua_, > 0. Aratati ca
f 0 o(n™).

5.9  O(n%) = O(n*+(n*-n%) = O(max(n?, n®>-n?) = O(n®

Unde este eroarea?

5.10 Gasiti eroaredn urmatorul lant de relaii:
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zn:i = 1+2+...+n 0 O(1+2+...+n) = O(max(1, 2, ...,n)) = O(n)
i=1

5.11 Fief,g:N - R*. Demonstra ca:
iy lim f(n /gy ORT = O(f)=0(q)

n- oo

i) lim f(n)/g(n =0 = O(f)DO0(g)

n- o

Observatie: Implicatiile inverse nu sunt in general adieate, deoarece se poate
intdmpla ca limitele &nu existe.

5.12 Folosind regula lui I'Héspitasi Exercitiile 5.4, 5.11, aitati ca
logn 0O O(\/ﬁ), dar +n O O(log n)

Indicatie: Prelungim domeniile funiilor pe R*, pe care sunt derivabilgi
aplicaim regula lui I'Héspital pentru Iog/\/ﬁ.

5.13 Pentru oricard, g: N - R, demonstrd ca:

fOO(g - gOQ(f)

5.14  Aratati ca f 0 ©(g) daa si numai dad
(Cc, d ORY) (Onp O N) (Bn = ngy) [cg(n) < f(n) < dg(n)]

5.15 Demonstra ca urmitoarele propozii sunt echivalente, pentru oricare
dous functii f,g: N - R,

i) O(f)=0(9)
i) o(f)=0(9)
i) 0 O(g)

5.16 Continuand Exerciul 5.11, a#ktati ca pentru oricare dau functii
f,g: N - R" avem:
i) limf(n/gn OR" = fO0O()

n- o

i) limf(n)/gn =0 = fO0O(g) dar fO0O(g)

n- oo
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i) lim f(n)/g(nN =+4+0 = fOQ(g) dar fO ©(g)

n- o

5.17 Demonstra urmitoarele afirmai:
i) log,n 0O ©(log,n) pentru oricarea, b>1

n
i) YO o(n**Y pentru oricarek O N
=

iii) zn:i'l 0 ©(log n)
i=1l

iv) logn! O ©(nlogn)
Indicatie: La punctuliii) setine cont de rel@a:

[

Sit=Inn+y+1/2n-1/120% + ...
i=1

undey = 0,5772.. este constanta lui Euler.

La punctul iv), din nl <n", rezulti logn! 0 O(nlogn). Sa aritaim acum, &
logn! O Q(nlogn). Pentru O< i < n-1 este adeirati relaia

(n=i)(i+1) = n
Deoarece
(nh? = (n1) (("-1)2) ((h-2)B)0..[20n-1)) (1M) = n"
rezulta 2 logn! = nlog nsi deci logn! O Q(n log n).
Punctuliv) se poate demonstka altfel, considerand aproximarea lui Stirling:
n! 042770 (W 8" (1+©(V 1)
undee=1,71828... .

5.18 Aratati cd timpul de exectie al unui algoritm este 1®(g), g: N - R,
daa si numai dad: timpul este TrO(g) pentru cazul cel mai nefavorabilin Q(g)
pentru cazul cel mai favorabil.

5.19 Pentru oricare daufunctii f,g: N - R’ demonstrd ca
o(f)+6(g) =6(f+g)=0(max(f, g)) = max@(f), ©(9))

unde sumgi maximul se iau punctual.
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5.20 Demonstra Proprietatea 5.1. Atati pe baza unor contraexemplé cele
doua condiii “t(n) este eventual nedescrasmare” si “f (bn) O O( f (n))” sunt
necesare.

5.21 Analizati eficienta urmitorilor patru algoritmi:

fori « 1tondo fori « 1tondo
forj «1to5do forj « 1toi+ldo
{operatie elementai} {operatie elementai}
fori « 1tondo fori « 1tondo
forj « 1to 6do forj « 1toido
fork «1tondo fork « 1tondo
{operaie elementad} {operatie elementad}

5.22  Construii un algoritm cu timpul TrO(n log n).

5.23  Fie urmitorul algoritm

k-0
fori « 1tondo
for j « 1to T[i] do
k « k+T[ ]

undeT este un tablou da intregi nenegativi. In ce ordin este timpul de exee
al algoritmului?

Solutie: Fie s suma elementelor luT. Daci alegem ca barometru instriicnea
“kK « k+T[ j]", calculam ca ea se execdtde s ori. Deci, am putea deducei c
timpul este Tn ordinul exact al Iis. Un exemplu simplu ne va convinga am
gresit. PresupunemT[i] = 1, atunci cand este un ptrat perfect,si T[i] = 0, in

rest. In acest cas = LVn . Totwsi, algoritmul necesit timp in ordinul [uiQ(n),

deoarece fiecare element al [Lieste considerat cel gim o da&. Nu amtinut cont
de urmitoarea regul simpli: putem neglija timpul necesar {imdlizarii si

controlului unei bucle, dar cu conti si includem “ceva” de fiecare dacéand se
execul bucla.

latd acum analiza detailata algoritmului. Fiea timpul necesar pentru o executare
a buclei interioare, inclusiv partea de control.eEutarea compléta buclei
interioare, pentru uri dat, necesit b+aT[i] unititi de timp, unde constanth
reprezing timpul pentru infializarea buclei. Acest timp nu este zero, céand
T[i] = 0. Timpul pentru o executare a buclei extermastec+b+aT[i], ¢ fiind o
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n
noui constand. In fine, intregul algoritm neceﬁitd+2(c+ b+ aT]) unitati de
i=1
timp, unded este o alt constand. Simplificand, obinem (c+b)n+astd. Timpul
t(n, s) depinde deci de doi parametri indepengensi s. Avem: t [0 ©(n+s) sau,
tindnd cont de Exerdul 5.19,t 00 ©(max(n, s)).

5.24  Pentru un tablod][1 .. n], fie urmitorul algoritm de sortare:

fori « ndownto 1do
forj « 2toi do
if T[ j-1] > T[ j] then interschimta T[ j—1] si T[ j]
Aceast tehnia de sortare se nurgiee metoda bulelorbubble sor}.

i) Analizati eficienta algoritmului, ludnd ca barometru testul din bucla
interioa.

ii) Modificati algoritmul, astfel incat, dacpentru un anumit nu are loc nici o
interschimbare, atunci algoritmul se ogtee Analizgi eficienta noului
algoritm.

5.25 Fie urmitorul algoritm
fori « Otondo
j «— i
whilej#0doj « jdiv 2

Gasiti ordinul exact al timpului de exede.

5.26 Demonstra ca pentru oricare Tntregi pozitivi si d
d
> 2¢Ig(n/ 2¢) = 2% g(n/ 2% - 2-Ig n
k=0

Solutie:
d d
> 2%Ig(n/ 2¢) = (2** -9 Ign - > (2K)
k=0 k=0

Mai raméne & aritati ca

i(zkk) =(d-n2*1+2

k=0
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5.27 Analizati algoritmii percolatesi sift-downpentru cel mai nefavorabil caz,
presupunandaxopereai asupra unui heap auelemente.

Indicatie: Tn cazul cel mai nefavorabil, algoritmpiercolatesi sift-downnecesii
un timp in ordinul exact al #htimii arborelui complet care reprezintheap-ul,
adici in ©(Llg nl) = ©(log n).

5.28 Analizati algoritmul slow-make-heapentru cel mai nefavorabil caz.

Solutie: Pentru slow-make-heap cazul cel mai nefavorabil este atunci céand,
initial, T este ordonat cre8tor. La pasul, se apeleazpercolatdT[1 .. i], i), care
efectueaz | Ig i ] comparaii intre elemente ale IuT. Numirul total de compar
este atunci

C(n) < (n-1) Lig nJ O O(n log n)

Pe de alt parte, avem

C(n) = i Ligil> i (Igi-1)=lIgn! - (n-1)

i=2 i=2

In Exerciiul 5.17 am aitat ci Ign! 0 Q(nlogn). Rezula C(n) O Q(n logn) si
timpul este deci T®(n log n).

5.29 Aratati ca, pentru cel mai nefavorabil caz, timpul de exgeual
algoritmuluiheapsortestesi Tn Q(n log n), deci In®(n log n).

5.30 Demonstra ci, pentru cel mai nefavorabil caz, orice algoritm shetare
prin comparge necesi un timp inQ(n log n). In particular, obinem astfel, pe
altd cale, rezultatul din Exergul 5.29.

Solutie: Orice sortare prin compatia poate fi interpretatca o parcurgere a unui
arbore binar de decizie, prin care se stajpdeordinea relati¥ a elementelor de
sortat. Intr-un arbore binar de decizie, fiecarerfvaeterminal semnifiz o
comparaie intre dod elemente ale tablouldni si fiecare varf terminal repreziito
permutare a elementelor Idi. Executarea unui algoritm de sortare corespunde
parcurgerii unui drum de laidacina arborelui de decizieatre un varf terminal.
La fiecare varf neterminal se efectugéaz comparde intre dod elementeT[i] si
T[ jl: daca T[i] < T[ j] se contind cu compargile din subarborele stang, iar in
caz contrar cu cele din subarborele drept. Candijsege la un varf terminal,
nseamd ca algoritmul de sortare a rei sa stabileasg ordinea elementelor din
T.
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Fiecare din celes! permutiri a celorn elemente trebuieisapat ca varf terminal
in arborele de decizie. Vom lua ca barometru comgarintre dod elemente ale
tabloului T. Triltimea h a arborelui de decizie corespunde runiui de
comparaii pentru cel mai nefavorabil caz. Deoarecautim limita inferioa a
timpului, ne intereseazdoar algoritmii cei mai performainde sortare, deci putem

presupune & numirul de varfuri este minim, adicn!. Avem: n! < 2" (demonstra
acest lucru!), adit h=Ign!. Considerandsi relatia logn! 00 Q(n logn) (vezi
Exerctiul 5.17), rezuld ca timpul de exectie pentru orice algoritm de sortare
prin comparée este, in cazul cel mai nefavorabil,®fn log n).

5.31 Analizati algoritmul heapsortpentru cel mai favorabil caz. Care este cel
mai favorabil caz?

5.32  Analizati algoritmii fib2 si fib3 din Se¢iunea 1.6.4.
Solutie:
i) Se deduce imediaticimpul pentrufib2 este Tn@(n).

ii) Pentru a analiza algoritmdlb3, luim ca barometru instraiecinile din bucla
while. Fie n, valoarea luin la sfagitul executirii celei de-at-a bucle. In

particular,n; =[n/2]. Daci 2 < t < m, atunci
n =Ln_,/2l < n_,/2
Deci,
n<n_/2<..<n?2
Fiem=1+lIg n). Deducem:
n,<n2"<1

Dar, n, 0N, si deci, n,=0, care este conga de igire din buck. Cu alte
cuvinte, bucla este execuiatie cel multm ori, timpul lui fib3 fiind Tn O(log n).
Ariatati ca timpul este de fapt 1®(log n).

La analiza acestor doi algoritmi, am presupus igiplead operaiile efectuate sunt
independente de amimea operanzilor. Astfel, timpul necesar adtuna doui

numere este independent deéirimea numerelorsi este narginit superior de o
constani. Daci nu mai consideim aceast ipotez, atunci analiza se complic

5.33 Rezolvai recurenat, - 3t,_, — 4t_, = 0, unden = 2, iart, = 0,t, = 1.
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5.34 Care este ordinul timpului de exata pentru un algoritm recursiv cu
recurenat, = 2t _, +n.

Indicatie: Se ajunge la ectia caracteristig (x—2)(x—1)2 = 0, iar soltia general
estet, = c,2"+ c,1" + c;nl". Rezulti t O O(2").

Substituind soltia general Tnapoi in recured, obtinem d, indiferent de condia
initiald, c, = -2 si ¢; = —1. Atunci, toate soltiile interesante ale recurgzi trebuie

si aibi ¢, > Osi ele sunt toate 1®(2"), deci Tn@(2").

5.35 Scrigi o variant recursi a algoritmului de sortare prin inger si
determinai ordinul timpului de exectie pentru cel mai nefavorabil caz.

Indicatie: Pentru a sortd[1 .. n], sortim recursivT[1 .. n-1] si inse@m T[n] in
tabloul sortafl[1 .. n—-1].

5.36 Determinai prin schimbare de varialil ordinul timpului de exedie

pentru un algoritm cu recuremT(n) = 2T(n/2) + nIg n, unden > 1 este o putere a
lui 2.

Indicatie: T(n) O O(n Iogzn | n este o putere a lui 2)

5.37 Demonstra Proprietatea 5.2, folosind tehnica schimibde variabik.



6. Algoritmi greedy

Pusi Tn fata unei probleme pentru care trebukeedabotim un algoritm, de multe
ori “nu stim cum ¢ Tncepem”. Cai Tn orice alfi activitate, exist cateva principii
generale care ne pot ajuta Tn aceéasitugie. Ne propunem i prezenim in

urmatoarele capitole tehnicile fundamentale de elaberaralgoritmilor. Cateva
din aceste metode sunt atat de generale, incaplesim frecvent, chiar dac
numai intuitiv, ca reguli elementare Tn gandire.

6.1 Tehnica greedy

Algoritmii greedy (greedy = lacom) sunt in general simpii sunt folosii la

probleme de optimizare, cum ar fia sse diseas& cea mai bulh ordine de
executare a unor lugri pe calculator, & se giseasé cel mai scurt drum Tntr-un
graf etc. Tn cele mai multe sittinde acest fel avem:

* o multime decandidai (lucrari de executat, varfuri ale grafului etc)

» o funaie care verifid daa o anumi multime de candidi constituie osolutie
posibili, nu neaprat optina, a problemei

» o fungie care verifia dac o mukime de candid@ estefezabili, adicd dac
este posibil 8 compleiim aceast multime astfel incat & obtinem o soltie
posibild, nu neaprat optini, a problemei

* o fungie de selede care indi@ la orice moment care este cel mai prgitar
dintre candiddi inca nefolosti

* o fungie obiectiv care d valoarea unei soti (timpul necesar execiitii
tuturor lucirilor intr-o anumitt ordine, lungimea drumului pe care l-amsg
etc); aceasta este fui@ pe care urd@rim Ssi@ o0 optimizm
(minimizam/maximizim)

Pentru a rezolva problema noastle optimizare, @utam o soldie posibik care &

optimizeze valoarea fumiei obiectiv. Un algoritm greedy constrgie soldia pas

cu pas. Infial, multimea candidgdlor selectai este vidi. La fiecare pas, Tnceim
si adiugam acestei mulmi cel mai promiator candidat, conform funi de
selegie. Daa, dupm o astfel de agligare, mufimea de candida selectai nu mai
este fezabd, eliminam ultimul candidat a#lugat; acesta nu va mai fi niciodat
considerat. Dat; dupi adiugare, mulimea de candida selectai este fezabi,
ultimul candidat adugat va #méane de acum incolo in ea. De fiecareadednd
largim mukimea candidglor selectai, verificam dad aceast multime nu
constituie o soltie posibik a problemei noastre. Dacalgoritmul greedy

113
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functioneaz corect, prima solye gisita va fi totodai o soluie optimi a
problemei. Soltia optima nu este Th mod necesar ufiicse poate ca funa
obiectiv ¢ aibd aceea valoare optim pentru mai multe solu posibile.
Descrierea formala unui algoritm greedy general este:

function greedyC)
{C este mufimea candidglor}
S « 0 {Seste muiimea in care construim sgia}
while not solwie(S) and C # O do
X « un element dirC care maximizea#Zminimizeaz selectx)
CC\{x
if fezabi(SO {x}) thenS ~ SO {x}
if solwie(S) then return S
else return“nu exist soluie”

Este de iteles acum de ce un astfel de algoritm se mgenélacom” (am putea
si-i spunemsi “nechibzuit”). La fiecare pas, procedura alegé mai bun candidat
la momentul respectiv,afa si-i pese de viitowi fira si se izgdndeast Dad un
candidat este inclus in sale, el mamane acolo; dacun candidat este exclus din
solutie, el nu va mai fi niciodat reconsiderat. Asemenea unui Tntrepiéitor
rudimentar care urareste c&tigul imediat Tn dauna celui de perspedtivun
algoritm greedy adoneaz simplist. Totyi, casi Tn afaceri, o astfel de metad
poate da rezultate foarte bune tocmai dafiositnplititii ei.

Funaia selecteste de obicei derivatdin funagia obiectiv; uneori aceste dau
functii sunt chiar identice.

Un exemplu simplu de algoritm greedy este algoritfalosit pentru rezolvarea
urmitoarei probleme. Spresupunemxdorim s dim restul unui client, folosind
un nundr cat mai mic de monezi. In acest caz, elementeddlgmei sunt:

e candidaii: multimea intiala de monezi de 1, 5si 25 unititi, Tn care
presupunemidin fiecare tip de monadavem o cantitate nelimitat

e 0 soluie posibik: valoarea totdl a unei astfel de mtimi de monezi selectate
trebuie & fie exact valoarea pe care trebuiecssdim ca rest

* 0 mulkime fezabik: valoarea totdl a unei astfel de mtimi de monezi selectate
nu este mai mare decat valoarea pe care treliugedtm ca rest

« functia de seletie: se alege cea mai mare moaatin mutimea de candida
ramasi

» functia obiectiv: nunirul de monezi folosite Tn sofie; se dorgte minimizarea
acestui nurar

Se poate demonstra algoritmul greedy va &si Tn acest caz mereu sol optimi
(restul cu un nu@r minim de monezi). Pe de alparte, presupunandi exist si
monezi de 12 uniti sau & unele din tipurile de monezi lipsesc din nimea
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initiala de candidd, se pot gsi contraexemple pentru care algoritmul risegte
solutia optima, sau nu gseste nici o solgie cu toate & existi soluie.

Evident, soltia optima se poate #@si Tncercand toate combirile posibile de
monezi. Acest mod de lucru necésihsi foarte mult timp.

Un algoritm greedy nu duce deci Tntotdeauna la galoptind, sau la o soltie.
Este doar un principiu general, urmand ca pentrecdie caz Tn parteas
determiim dac obtinem sau nu solia optima.

6.2 Minimizarea timpului mediu de asteptare

O singui staie de servire (procesor, pommgle benzif etc) trebuie & satisfaé
cererile an clienti. Timpul de servire necesar figwi client este cunoscut n
prealabil: pentru clientul este necesar un timp 1<i<n. Dorim s minimizam

timpul total de ateptare

n
T= Z (timpul de ateptare pentru clientul
i=1
ceea ce este acaglducru cu a minimiza timpul mediu destgptare, care esté/n.
De exemplu, dac avem trei clied cut, =5,t,=10,t; = 3, sunt posibilesase
ordini de servire. In primul caz, clientul 1 esterst primul, clientul 2 ateapt

Ordinea T

12 3 5(5+10)+(5+10+3) = 38

1 3 2 5(5+3)+(5+3+10) = 31

2 1 3 16-(10+5)+(10+5+3) = 43

2 31 16-(10+3)+(10+3+5) = 41

312 3F(3+5)+(3+5+10) = 29 ~ optim
3 21 3(3+10+(3+10+5) = 34

pani este servit clientul i apoi este servit, clientul 3seeapt pari sunt serui
clientii 1, 2 si apoi este servit. Timpul total desteptare a celor trei clieneste
38.

Algoritmul greedy este foarte simplu: la fiecarespae selecteazclientul cu
timpul minim de servire din mtimea de cliefi raimasi. Vom demonstra £ acest
algoritm este optim. Fie

= (i) iy i)

0 permutare oarecare a intregilor {1, 2, n}, Daci servirea are loc in ordinda
avem
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T =+ +t )+ G +5, +§ ) +...=nf + (-1t +...= Zn:(n‘ k+1)it,
k=1

Presupunem acuniid este astfel incat putemigj doi intregia <b cu
t >t

b

Interschimim pei, cui, in I; cu alte cuvinte, clientul care a fost servitalea

va fi servit acum ah-leasi invers. Ohinem o nod ordine de servird, care este
de preferat deoarece

T(3)=(n-arDf +(mbr) L+ S (m kDt

k=1
k#a,b

T(H-T(I) =(n—atD(f, - 1)+ (nmbrD( - t) =(b- a(it—it) >0

Prin metoda greedy oimem deci Tntotdeauna planificarea opiim cliertilor.

Problema poate fi generalizapentru un sistem cu mai multe stale servire.

6.3 Interclasarea optima a girurilor ordonate

Si presupunem L avem dod siruri S; si S, ordonate cresgitor si ca dorim s

obtinem prin interclasarea lagirul ordonat cresitor care cotine elementele din
cele doa siruri. Dad interclasarea are loc prin deplasarea elementeiorcele
doua siruri Tn noulsir rezultat, atunci nudrul depladrilor este %, + #S,.

Generalizand, & consideim acumn siruri S, S,, ..., §,, fiecaresir §, 1<i<n,
fiind format ding; elemente ordonate cregor (vom numig; lungimealui S). Ne

propunem & obtinem sirul S ordonat cresttor, cortindnd exact elementele din
cele n siruri. Vom realiza acest lucru prin interckas succesive de cate dau
siruri. Problema congtin determinarea ordinii optime Tn care trebuiectfate
aceste interclasi, astfel incat nurrul total al depla#rilor sa fie cat mai mic.
Exemplul de mai jos ne arata problema astfel formulatnu este banal adic
nu este indiferent in ce ordine se fac intergtds.

Fiesirurile S;, S,, S; de lungimiq, = 30,0, = 20,q; = 10. Daa interclagm peS;
cu S,, iar rezultatul Tl interclaam cu S;, numirul total al deplagrilor este
(30+20)+(50+10) = 110. Dag 1l interclasim pe S; cu S,, iar rezultatul Tl
interclagim cuS;, numirul total al deplasrilor este (16-20)+(30+30) = 90.

Atasam fiecirei strategii de interclasare céate un arbore bimarcare valoarea
fiecarui varf este dat de lungimeasirului pe care il repreziit Dad sirurile
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(=) (=)
@ ® (=) ()
@ ® @@ ©®
@ ® = ®
& ® & ®
& ©®
(@) (b)

Figura 6.1 Reprezentarea strategiilor de interclasare.

S,S, ..., S au lungimile g, = 30, g, = 10, q; = 20, g, = 30, g5 = 50, g4 = 10,
doui astfel de strategii de interclasare sunt repregtenprin arborii din Figura
6.1.

Obserdm ci fiecare arbore are 6 varfuri terminale, corespunaz&elor 6siruri
initiale si 5 varfuri neterminale, corespunzand celor 5 intasiri care definesc
strategia respectiv Numerotim varfurile in felul urnitor: véarful terminali,
1<i<6, va corespundgirului S, iar varfurile neterminale se numerotéate la

7 la 11 in ordinea ginerii interclagirilor respective (Figura 6.2).

Strategia greedy apare in Figura 6.dibconst Tn a interclasa mereu cele mai
scurte dod siruri disponibile la momentul respectiv.

Interclasandsirurile ' S;, S, ..., S,, de lungimi g, q,, ..., q,, obtinem pentru

() ()
OYRO () (2)
OSRO, OSRCIOMRC,
OSRO, OSRO,
o ® @O ©®
@ ©
(@) (b)

Figura 6.2 Numerotarea varfurilor arborilor din Figura 6.1.
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fiecare strategie cate un arbore binarncvarfuri terminale, numerotate de la 1 la
n, si n—1 varfuri neterminale, numerotate deral la 2n—-1. Definim, pentru un
arbore oarecar@ de acest tiplungimea exteri ponderaé:

n
L(A)=2 a4
i=1
unde a; este adancimea varfului Se obser¥ ci numirul total de deplagi de

elemente pentru strategia corespitoare lui A este chiaL(A). Soluia optima a
problemei noastre este atunci arborele (strategi)tru care lungimea extern
ponderai este minini.

Proprietatea 6.1 Prin metoda greedy se gbe Tntotdeauna interclasarea opdiwe
n siruri ordonate, deci strategia cu arborele de lumgiexteri ponderai minima.

Demonstratie: Demonstim prin indugie. Pentru n=1, proprietatea este
verificatd. Presupunem i proprietatea este ad#&ati pentrun-1 siruri. Fie A
arborele strategiei greedy de interclasameséruri de lungimeg, < g, < ... q,,. Fie

B un arbore cu lungimea extarponderai minima, corespun&tor unei strategii
optime de interclasare a celosiruri. In arboreleA apare subarborele

reprezentand prima interclasargcfiti conform strategiei greedy. In arboree
fie un varf neterminal de adancime maxsinCei doi fii ai acestui varf sunt atunci
doua varfuri terminaleq; si q,. Fie B' arborele obinut din B schimband fintre ele

varfurile q; si d;. respectivg, si g, Evident, L(B') <L(B). DeoareceB are
lungimea exter ponderad minima, rezulé ca L(B') = L(B). Eliminand dinB'
varfurile q; si g,, obtinem un arbord" cu n-1 varfuri terminaleg,+q,, ds, ..., 0.
Arborele B' are lungimea exte&nponderat minima si L(B") = L(B") + (q,+4,).
Rezult ca si B" are lungimea exte@nponderai minima. Atunci, conform ipotezei
inductiei, avem L(B") = L(A"), unde A' este arborele strategiei greedy de
interclasare asirurilor de lungime g;+0,, ds, ..., q,. Cum A se obine din A’

atesand la varfulg,+q, fiii g, si g,, iar B' se ohine in acelgi mod dinB", rezulé
cid L(A) = L(B") = L(B). Proprietatea este deci adeati pentru oricen. g

La scrierea algoritmului care generéaarborele strategiei greedy de interclasare
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vom folosi un min-heap. Fiecare element al min-he&p este o perecheq(i)
undei este nurarul unui varf din arborele strategiei de interclesaiar q este
lungimea sirului pe care 1l repreziit Proprietatea de min-heap se raéfda
valoarea luiqg.

Algoritmul interopt va construi arborele strategiei greedy. Un viadl arborelui
va fi memorat in trei loagd diferite continand:

LU[i] = lungimeasirului reprezentat de varf
STi] = numarul fiului stdng
DR[i] = numiarul fiului drept

procedure interopt(Q[1 .. n])
{construieste arborele strategiei greedy de interclasare
asirurilor de lungimiQ[i] = g;, 1<i<n}

H < min-heap vid

fori « 1tondo
(Q[i], i) > H {insereaz Tn min-heap}
LU[i] « Q[i]; STi] « 0;DRJ[i] « O

for i « n+lto 2n-1do
(s,j) O H {extrage fadacina lui H}
(r,k) O H {extrage @adacina lui H}
STi] <« j; DR[i] < k; LU[i] < str
(LUJi], i) = H {insereaz in min-heap}

In cazul cel mai nefavorabil, opeiike de inserare in min-heag de extragere din
min-heap necesitun timp Tn ordinul lui logn (revedei Exercitiul 5.27). Restul
operaiilor necesiti un timp constant. Timpul total pentriateropt este deci Tn
O(n log n).

6.4 Implementarea arborilor de interclasare

Transpunerea proceduriimteropt intr-un limbaj de programare prezind singua
dificultate generat de utilizarea unui min-heap de perechi varf-lungimin
limbajul C++, implementarea arborilor de interclasare este apeoo operiée de
rutinad, deoarece clasa paramefribeap (Segiunea 4.2.2) permite manipularea
unor heap-uri cu elemente de orice tip in care dsfenit operatorul de comparare
>, Altfel spus, nu avem decatiasconstruim o clas formati din perechi
varf-lungime (pondereki si o compleim cu operatorul> corespunitor. Vom
numi aceasi clasi vp, adic varf-pondere.
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#ifndef __ VP_H
#define __ VP_H
#include <iostream.h>
class vp {
public:
vp(intvf=0, float pd =0) { v = vf; p = pd,; }

operator int () const { returnv; }
operator float( ) const { return p; }

int v; float p;

%

inline operator > ( const vp& a, const vp& b) {
return a.p < b.p;

}

inline istream& operator >>( istream& is, vp& eleme nt) {
is >> element.v >> element.p; element.v--;
return is;

}

inline ostream& operator <<( ostream& 0s, vp& eleme nt) {
0s << "{" << (element.v+1) << "; " << element.p <"}
return os;

b

#endif

Scopul claseivp (definitd in fisierul vp.h ) nu este de a introduce un nou tip de
date, ci mai curdnd de a facilita manipularea dutic varf-pondere, structar
utila si la reprezentarea grafurilor. Din acest motiv, axisti nici un fel de
incapsulare, td membrii fiind publici. Pentru o mai mare comodgain utilizare,
am inclus Tn definie cei doi operatori de conversie, ild , respectiv lafloat
precumsi operatorii de intrare/igre.

Nu ne mai #méne decataprecizim structura arborelui de interclasare. Cel mai
simplu este & preluim structura folos#t Tn proceduranteroptdin Se¢iunea 6.3:
arborele este format din trei tablouri paralelerecaconin lungimea sirului
reprezentat de varful respectii indicii celor doi fii. Pentru o scriere mai
compack, vom folosi totgi o structui putin diferita: un tablou de elemente de tip
nod, fiecarenod coniindnd trei cAmpuri corespufitoare informaiilor de mai sus.
Clasa nod este similai clasei vp, atat ca structdr cat si prin motivaia
introducerii ei.
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class nod {

public:

int lu; // lungimea
int st; // fiul stang
int dr; // fiul drept

I3

inline ostream& operator <<( ostream& os, nod& nd ) {
os<<"<"<<ndst<<"<"
<< nd.lu
<<">"<<nddr<<">";

return os;

}

In limbajul C++, funcia de construire a arborelui strategiei greedy $&eine
direct, prin transcrierea proceduiiiteropt

tablou<nod> interopt( const tablou<int>& Q) {
intn=Q.size();

tablou<nod> A(2*n - 1); // arborele de interc lasare
heap <vp> H(2*n-1);

for (inti=0;i<n;i++){
H.insert( vp(i, Q[i]) );
Alil.lu = Q]i]; Alil.st = Ali].dr =-1;
}

for(i=nji<2*n-1;i++){
vp s; H.delete_max(s);
vp r; H.delete_max(r);
Ali].st=s; Alil.dr=r;
Ali].lu = (float)s + (float)r;
H.insert( vp(, Ali].lu) );

}

return A;

}

Funaia de mai sus cgime doui aspecte interesante:

e Constructorulvp(int, float) este invocat explicit Tn funia de inserare in
heap-ulH Efectul acestei invagi consi in crearea unui obiect temporar de
tip vp, obiect distrus dupinserare. O notée foarte simpd ascunde decgi o
anumit ineficienta, datorai crearii si distrugerii obiectului temporar.

e Operatorul de conversie Iat este invocat implicit Tn expresiil&fi.st=s
si Alildr=r , dar in expresia Afi]lu=(float)s + (float)r ,
operatorul de conversie loat trebuie & fie specificat explicit. Semantica
limbajului C++ este foarte cldr relativ la conversii: cele utilizator au
prioritate fga de cele standard, iar ambiguitatea Tn selectam@aversiilor
posibile este semnakata eroare. Dacin primele dod atribuiri conversia lui
s si r laint este singura posibilitate, scrierea celei de-datreub forma
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Afillu=s+r este ambigl, expresias+r putand fi evaluat atat caint
céatsi cafloat

in final, nu ne mai amane decatastesam funaia interopt() . Vom folosi un
tabloul cu lungimi desiruri, lungimi extrase dirstream- ul standard de intrare.

main( ) {
tablou<int> [;
cout << "Siruri: "; cin >> |;
cout << "Arborele de interclasare: ";
cout << interopt(|) << '\n’;
return 1;

}

Strategia de interclasare op@inpentru celesase lungimi folosite ca exemplu n
Sediunea 6.3:

[6]1301020305010

este:
Arborele de interclasare: [11]: <-1< 30 >-1> <-1 <10 >-1>
<-1<20 >-1> <-1<30>-1> <-1<50>-1> <-1<1 0>-1>
<1< 20 >5> <2<40>6> <3<60>0> <7<90>4>
<8< 150 >9>

Valoarea fiedrui nod este precedatde indicele fiului stangi urmat de cel al
fiului drept, indicele-1 reprezentadnd legura inexistert. Formatele de citirgi
scriere ale tablourilor sunt cele stabilite Tn Secea 4.1.3.

6.5 Coduri Huffman

O alta aplicaie a strategiei greedgi a arborilor binari cu lungime extein
ponderai minima este olinerea unei codifigri cAt mai compacte a unui text.

Un principiu general de codificare a ungir de caractere este u#torul: se
masoat frecvena de apatie a diferitelor caractere dintr-urs@ntion de texsi se

atribuie cele mai scurte coduri, celor mai frecvertracteresi cele mai lungi
coduri, celor mai ptin frecvente caractere. Acest principiui,sde exemplu, la
baza codului Morse. Pentru sitim Tn care codificarea este bidarexisé o

metodi elegani pentru a otine codul respectiv. Aceasimetodi, descoperit de

Huffman (1952) folosgte o strategie greedy se numete codificarea HuffmanO

vom descrie pe baza unui exemplu.
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Fie un text compus din uritoarele litere (in paranteze figur@afrecvenele lor
de apariie):

S (10), 1 (29), P (4), 0 (9), T (5)

Conform metodei greedy, construim un arbore binmidnand cele daulitere cu
frecvenele cele mai mici. Valoarea fiéwi varf este dat de frecvepa pe care o

reprezini.

1 0
Etichem muchia stdng cu 1 si muchia dreapt cu 0. Rearamm tabelul de
frecvene:

S (10), 1 (29), O (9), {P, T} (45 =9)

Multimea {P, T} semnifi@é evenimentul reuniune a celor dobuevenimente
independente corespuitpare apatiei literelor P si T. Continiam procesul,
obtin&nd arborele

In final, ajungem la arborele din Figura 6.3, inreafiecare varf terminal
corespunde unei litere din text.

Pentru a otine codificarea bindra literei P, nu avem decéi scriem secvega de
O-uri si 1-uri Tn ordinea apafiei lor pe drumul de la adacina catre véarful
corespunztor lui P: 1011. Procedn similarsi pentru restul literelor:

S (11), 1 (0), P (1011), O (100), T (1010)

Pentru un text format din litere care apar cu frecverlef, f,, ..., f , unarbore

de codificare este un arbore binar cu varfurile terminale avéawalorile

f., f,, ..., f,, prin care se aiine o codificare binagr a textului. Un arbore de
codificare nu trebuie in mod necesar fse construit dup metoda greedy a lui
Huffman, alegerea véarfurilor care sunt fuzionatefiecare pas putandu-se face
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Figura 6.3 Arborele de codificare Huffman.

dupa diverse criterii. Lungimea exteinponderai a unui arbore de codificare
este:

n
zai fi

i=1
unde a; este adincimea varfului terminal corespétoz literei i. Se obser¥ ca

lungimea exterih ponderai este egdl cu nunirul total de caractere din
codificarea textului considerat. Codificarea ceainmampaci a unui text

corespunde deci arborelui de codificare de lungerterri ponderad minima. Se

poate demonstraicarborele de codificare Huffman minimizeialungimea exterin

ponderai pentru tei arborii de codificare cu varfurile terminale avhwalorile

f, f,, ..., f,. Prin strategia greedy se tife deci intotdeauna codificarea bidar
cea mai compadta unui text.

Arborii de codificare pe care i-am considerat Trestt seaiune corespund unei
codificari de tip special: codificarea unei litere nu egteefixul codificirii nici
unei alte litere. O astfel de codificare este de prefix. Codul Morse nu face
parte din aceastcategorie. Codificarea cea mai compgaatunuisir de caractere
poate fi intotdeauna oimutd printr-un cod de tip prefix. Deci, concentrandu-ne
atenia asupra acestei categorii de coduri, nu am piendmic din generalitate.

6.6 Arbori partfiali de cost minim

Fie G = <V, M> un graf neorientat conex, undé este mulimea varfurilorsi M
este mufimea muchiilor. Fiecare muchie are wost nenegativ (sau dungime
nenegatii). Problema esteasgisim o submuime A 0O M, astfel incat toate
varfurile dinV si ramina conectate atunci cand sunt folosite doar muchii Alj
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iar suma lungimilor muchiilor dinA si fie cat mai mid. Cautaim deci o
submutime A de cost total minim. Aceastproblenmi se mai numge si problema
conectirii oragelor cu cost minimavand numeroase aplitia

Graful patial <V, A> este un arbore (Exetail 6.11) si este numit arborele
partial de cost minimal grafuluiG (minimal spanning tree Un graf poate avea
mai muki arbori patiali de cost minimsi acest lucru se poate verifica pe un
exemplu.

Vom prezenta doi algoritmi greedy care deterinarborele paial de cost minim
al unui graf. In terminologia metodei greedy, vopuse @ o mukime de muchii
este osolwie, da@ constituie un arbore pgal al grafuluiG, si estefezabili, dac
nu cortine cicluri. O mutime fezabif de muchii estgromititoare, dad poate fi
completai pentru a forma sotia optimi. O muchieatinge o mukime dat de
varfuri, daé@ exact un caft al muchiei este in mtime. Urmitoarea proprietate va
fi folosita pentru a demonstra corectitudinea celor doi alguiri

Proprietatea 6.2 Fie G = <V, M> un graf neorientat conex Tn care fiecare muchie
are un cost nenegativ. FM OV o submufime strick a varfurilor lui G si fie
AOM o mukime promiitoare de muchii, astfel incat nici o muchie ddnnu
atinge W. Fie m muchia de cost minim care ating#. Atunci, A {m} este
promitatoare.

Demonstratie: Fie B un arbore paral de cost minim al luiG, astfel incatA 0 B
(adicd, muchiile din A sunt cominute Tn arboreleB). Un astfel deB trebuie 4
existe, deoareceéA este promtitoare. Dad@ m[ B, nu mai &mane nimic de
demonstrat. Presupunerd m 0 B. Adaugandu-l pem la B, obtinem exact un ciclu
(Exercitiul 3.2). In acest ciclu, deoareaa atinge W, trebuie & mai existe cel
putin 0 muchiem' care atingei ea peW (altfel, ciclul nu se inchide). Eliminandu-
| pe m', ciclul disparesi obtinem un nou arbore pgaal B' al lui G. Costul luim
este mai mic sau egal cu costul hal, deci costul total al luB' este mai mic sau
egal cu costul total al IuB. De aceeaB' estesi el un arbore paral de cost minim
al lui G, care include pen. Obserdm ca A [0 B' deoarece muchie’, care atinge
W, nu poate fi inA. Deci,A 0 {m} este promiitoare. g

Multimea intiala a candidédlor este M. Cei doi algoritmi greedy aleg muchiile
una cate una intr-o anurditordine, acea#t ordine fiind specifi@ fiecarui
algoritm.

6.6.1 Algoritmul lui Kruskal

Arborele patial de cost minim poate fi construit muchie, cu misc dug@
urmiatoarea meto#l a lui Kruskal (1956): se alege Tntai muchia detaoaim, iar
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(a) (b)

Figura 6.4 Un grafsi arborele gu patial de cost minim.

apoi se adaugrepetat muchia de cost minim nealg@asteriorsi care nu formeai
cu precedentele un ciclu. Alegem astfeV-+# muchii. Este gor de dedus &
obtinem Tn final un arbore (revedeExerctiul 3.2). Este in& acesta chiar arborele
parial de cost minim gutat?

Inainte de a #spunde la intrebareionsideim, de exemplu, graful din Figura
6.4a. Ordoam cresator (in fungie de cost) muchiile grafului: {1, 2}, {2, 3},
{4, 5}, {6, 7}, {1, 4}, {2, 5}, {4, 7}, {3, 5}, {2, 4}, {3, 6}, {5, 7}, {5, 6} si apoi
aplicam algoritmul. Structura componentelor conexe etistiat, pentru fiecare
pas, in Tabelul 6.1.

Multimea A este infial vida si se completeaz pe parcurs cu muchii acceptate

Pasul Muchia considerat Componentele conexe ale
subgrafului <V, A>
initializare — {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}
1 {1, 2} {1, 2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}
2 {2, 3} {1, 2, 3}, {4}, {5}, {6}, {7}
3 {4, 5} {1, 2, 3}, {4, 5}, {6}, {7}
4 {6, 7} {1, 2, 3}, {4, 5}, {6, 7}
5 {1, 4} {1, 2, 3, 4, 5}, {6, 7}
6 {2, 5} resping (formeaz ciclu)
7 {4, 7} {1,2,3,4,5,6, 7}

Tabelul 6.1 Algoritmul lui Kruskal aplicat grafului din Figuré.4a.
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(care nu formeaxz un ciclu cu muchiile deja existente &). In final, mukimea A
va cortine muchiile {1, 2}, {2, 3}, {4, 5}, {6, 7}, {1, 4}, {4, 7}. La fiecare pas,
graful patial <V, A> formeaza o pidure de componente conexe,tiolitd din
padurea precedeatunind dod componente. Fiecare compon&rdoneX este la
randul ei un arbore pdal de cost minim pentru varfurile pe care le comaa.
Initial, fiecare varf formeazo componerit conex. La sfakit, vom avea o singar
componerd conex, care este arborele pal de cost minim gutat (Figura 6.4b).

Ceea ce am observat in acest caz particular edtbivai pentru cazul general,
din Proprietatea 6.2 rezultand:

Proprietatea 6.3 In algoritmul lui Kruskal, la fiecare pas, grafphnial <V, A>
formeaz o pidure de componente conexe, in care fiecare compdmemeX este
la randul ei un arbore pgal de cost minim pentru varfurile pe care le comaa.
In final, se obine arborele paial de cost minim al grafulué. g

Pentru a implementa algoritmul, trebuig putem manipula submtnile formate
din véarfurile componentelor conexe. Folosim pentageasta o structérde
multimi disjunctesi procedurile de tigfind si merge(Sediunea 3.5). In acest caz,
este preferabil & reprezentm graful ca o list de muchii cu costul asociat lor,
astfel incat 8 putem ordona aceaslista in fungie de cost. lat algoritmul:

function KruskalG = <V, M>)
{initializare}
sorteaz M cresator in funaie de cost
n « #v
A < O {va conine muchiile arborelui paial de cost minim}
initializeaz n multimi disjuncte coginand
fiecare cate un element dih

{bucla greedy}
repeat
{u, v} « muchia de cost minim care
n@a nu a fost considerat
ucomp < find(u)
vcomp « find(v)
if ucomp# vcompthen merggucomp vcomp
A« AO{u v}}
until #A =n-1
return A

Pentru un graf cuwn varfuri si m muchii, presupunéandacse folosesc procedurile
find3 si merge3, nunirul de operédi pentru cazul cel mai nefavorabil este in:
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Pasul Muchia considerati U
initializare — {1}
1 {2, 1} {1, 2}
2 {3, 2} {1, 2, 3}
3 {4, 1} {1, 2, 3, 4}
4 {5, 4} {1, 2, 3, 4, 5}
5 {7, 4} {1, 2, 3, 4, 5, 6}
6 {6, 7} {1, 2, 3,4,5,6, 7}

Tabelul 6.2 Algoritmul lui Prim aplicat grafului din Figura 8a.

e O(mlogm) pentru a sorta muchiile. Deoarecen<n(n-1)/2, rezul
O(mlog m) 0 O(m log n). Mai mult, graful fiind conex, dim-1 < m rezulé si
O(mlogn) O O(mlog m), deciO(mlog m) = O(m log n).

e O(n) pentru a infializa celen multimi disjuncte.

e Cele cel mult 1 operaii find3 si n—-1 operai merge8 necesif un timp in
O((2m+n-1) Ig* n), dupi cum am specificat Tn Capitolul 3. Deoarece
O(lg* n) 0 O(log n) si n-1 < m, acest timp estg in O(m log n).

e O(m) pentru restul opetalor.

Deci, pentru cazul cel mai nefavorabil, algoritniui Kruskal neces#t un timp in
O(m log n).

O alta variant este & pastram muchiile Tntr-un min-heap. Qimem astfel un nou
algoritm, Tn care inializarea se face intr-un timp ©(m), iar fiecare din cela-1
extrageri ale unei muchii minime se face intr-umgi in O(log m) = O(log n).
Pentru cazul cel mai nefavorabil, ordinul timpultiméne acelg cu cel al
vechiului algoritm. Avantajul folosirii min-heap-uil apare atunci cand arborele
parial de cost minim este agit destul de repedgi un nunir considerabil de
muchii riman netestate. In astfel de sitiiaalgoritmul vechi pierde timp, sortand
n mod inutilsi aceste muchii.

6.6.2 Algoritmul lui Prim

Cel de-al doilea algoritm greedy pentru determimaerborelui paial de cost
minim al unui graf se datoreazui Prim (1957). In acest algoritm, la fiecare pas
multimea A de muchii alese Tmpredncu mutimea U a varfurilor pe care le
conecteaZ formeaz un arbore paral de cost minim pentru subgrafulds A> al
lui G. Initial, mukimea U a varfurilor acestui arbore cgine un singur varf
oarecare dinV, care va fi #dacina, iar mufimea A a muchiilor este vidl La
fiecare pas, se alege o muchie de cost minim, cseadaud la arborele
precedent, dand gtere unui nou arbore pi@al de cost minim (deci, exact una
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dintre extremiitile acestei muchii este un varf in arborele prec¢deArborele
panial de cost minim crge “natural”, cu cate o raméy pirdi cand va atinge toate
varfurile din V, adia pina cand U =V. Fundionarea algoritmului, pentru
exemplul din Figura 6.4a, este ilusttain Tabelul 6.2. La sf&it, A va conine
aceleai muchii casi Tn cazul algoritmului lui Kruskal. Faptulacalgoritmul
functioneaz Tntotdeauna corect este exprimat de itoarea proprietate, pe care o
putegi demonstra folosind Proprietatea 6.2.

Proprietatea 6.4 in algoritmul lui Prim, la fiecare pas,Us A> formeaz un
arbore patial de cost minim pentru subgrafulds A> al lui G. In final, se obine
arborele pagal de cost minim al grafuluG. g

Descrierea formala algoritmului este datin continuare.

function Prim-formal(G = <V, M>)

{initializare}

A « O {va conine muchiile arborelui paial de cost minim}

U < {un varf oarecare div}

{bucla greedy}

while U # V do
gaseste {u, v} de cost minim astfelca O V\UsivOU
A« AO{u v}
U uO{u}

return A

Pentru a oline o implementare simpl presupunem & varfurile din V sunt
numerotate de la 1 la, V ={1, 2, ...,n}; matricea simetriéd C da costul fiearei
muchii, cu CJi, j] = +o, da@ muchia {,j} nu existi. Folosim dod tablouri
paralele. Pentru fiecared V \ U, vecini] contine varful dinU, care este conectat
dei printr-o muchie de cost minimmincos{i] da acest cost. Pentriul]l U, punem
mincosfi] = -1. Mulkimea U, Tn mod arbitrar inializata cu {1}, nu este
reprezentat explicit. Elementelevecif1] si mincosfl] nu se folosesc.
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function Prim(C[1 .. n, 1 ..n])
{initializare; numai varful 1 este d}
A0
fori « 2tondo vecini] <1
mincosfi] « CJi, 1]
{bucla greedy}
repeat n-1 times
min « +oo
forj « 2tondo
if 0 <mincosf j] < min then min « mincosi j]
K]
A <« AD {{k, vecink]}}
mincosfk] « -1 {adaug véarful k la U}
forj « 2tondo
if C[k, j] < mincosf j] then mincosfj] <« C[k, j]
vecin j] < k
return A
Bucla principai se execut de n-1 ori si, la fiecare iterde, buclelefor din
interior necesit un timp in O(n). Algoritmul Prim necesii, deci, un timp in
O(nz). Am vazut @ timpul pentru algoritmul lui Kruskal este Ta(m log n), unde
m = #M. Pentru un graflens(adici, cu foarte multe muchii), se deducé m se
apropie den(n-1)/2. In acest caz, algoritmuKruskal necesii un timp in
O(nzlog n) si algoritmul Prim este probabil mai bun. Pentru un graf (adici, cu
un nunir foarte mic de muchii)m se apropie da si algoritmul Kruskal necesii
un timp InO(n log n), fiind probabil mai eficient decat algoritm@lrim.

6.7 Implementarea algoritmului lui Kruskal

Funaia care implemented&zalgoritmul lui Kruskal in limbajul €+ este aproape
identicd cu procedur&ruskal din Setiunea 6.6.1.

tablou<muchie> Kruskal( int n, const tablou<muchie> &M){
heap<muchie>h(M);

tablou<muchie> A(n-1); intnA=0;

set s(n);
do {
muchie m;

if ('h.delete_max(m))
{ cerr << "\n\nKruskal -- heap vid.\n\n"; ret urn A=0;}



Sectiunea 6.7 Implementarea algoritmului lui Kruskal 131

int ucomp = s.find3( m.u ),
vcomp = s.find3( m.v);

if (ucomp !=vcomp ) {
s.merge3( ucomp, vcomp );
A[nA++]=m;

}%Nhile(nAlzn—l);

return A;

}

Diferentele care apar sunt mai curénd précizsuplimentare, absolut necesare in
trecerea de la descrierea unui algoritm la impletaera lui. Astfel, graful este
transmis ca parametru, prin precizarea aurtui de varfurisi a muchiilor. Pentru
muchii, reprezentate prin cele dowarfuri si costul asociat, am preferat in locul
listei, structura simpl de tablouM structui folosita si la returnarea arborelui de
cost minimA.

Operaia principah efectuai asupra muchiilor este alegerea muchiei de cost
minim care ind@ nu a fost considerat Pentru implementarea acestei opgra
folosim un min-heap. La fiecare itgi@, se extrage din heap muchia de cost
minim si se incearg inserarea ei in arborele

Ruland programul

main() {
intn;
cout << "\nVarfuri... ";
cin >>n;

tablou<muchie> M;
cout << "\nMuchiile si costurile lor... ";
cin >> M;

cout << "\nArborele de cost minim Kruskal:\n";
cout << Kruskal( n, M) << '\n';
return 1;

}

pentru graful din Figura 6.4a, dhem urmitoarele rezultate:

Arborele de cost minim Kruskal:
[6]: {1,2;1}{2,3;2}{4,5;3}{6,7; 3}
{1,4,4}{4,7,4}

Clasa muchie , folositai in implementarea algoritmului lui Kruskal, trebusa
permiti:
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* Initializarea obiectelor, inclusiv cu valori implicit€initializare utik la
construirea tablourilor de muchii).

» Compararea obiectelor in futie de cost (opetée folositi de min-heap).

* Operaii de citiresi scriere (invocate indirect de operatorii respeictin clasa
tablou<T> ).

Pornind de la aceste cet&n se okine urmitoarea implementare, cgnuta Tn
fisierul muchie.h

#ifndef _ MUCHIE_H
#define _ MUCHIE_H

class muchie {
public:
muchie(intiu =0, intiv=0, floatic =0.)
{u=iu;v=iv;cost=ic;}

intu,v;
float cost;
3
inline operator >( const muchie& a, const muchie& b ) {
return a.cost < b.cost;
}
inline istream& operator >>( istreamé& is, muchie& m ) {
is >> m.u >> m.v >> m.cost; m.u--; m.v--;
return is;
}
inline ostream& operator<< ( ostreamé& os, muchie& m ) {
return 0s << "{" << (m.u+1) <<, " << (m.v+1)
<< n; n << mCOSt << n }n;
}
#endif

in ceea ce privge clasaset, folositai si ea in implementarea algoritmului
Kruskal, vom urma precizile din Seciunea 3.5 relative la manipularea
multimilor disjuncte. Incapsularea, intr-o ciasa structurii de muimi disjunctesi

a procedurilorfind3 si merge& nu prezini nici un fel de dificuliti. Vom prezenta,
totusi, implementarea claseket , deoarece spal de memorie folosit este redus la
jumatate.

La o analizZ mai ateni a proceduriimerge8, obserim ci tabloul Traltimii
arborilor este folosit doar pentru elementele csuatsi etichete de muimi (vezi
Exercitiul 3.13). Aceste elemente, numielemente canonicesunt adacini ale
arborilor respectivi. Altfel spus, un element caromu are tat si valoarea lui
este folosii doar pentru a-I difergin de elementele care nu sunt canonice. In
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Segiunea 3.5, elementele canonice sunt dif¢ise prin faptul & setfi] are
valoareai . Avand in vedere & set[i] este indicele in tablouset al tatlui
elementuluii , putem asocia elementelor canonice proprietatdg <0 . Prin
aceast convenie, valoarea absolata elementelor canonice poate fi oarecare.
Atunci, de ce 8 nu fie chiar Tdltimea arborelui?

In concluzie, pentru reprezentarea structurii ddtimi disjuncte, este necesar un
singur tablou, numitset , cu tot atatea elemente cate afemultimea. Valorile
initiale ale elemetelor tablouliset sunt-1. Aceste iniializari vor fi realizate
prin constructor. Interf@ publici a claseiset trebuie & contina functiile
merge3() si find3() , adaptate corepuator. Tratarea situd@ilor de excepie care
pot si apa# la invocarea acestor futic (indici de mukimi Tn afara intervalului
permis) se realize@zprin activarea procedurii de verificare a indicilim tabloul
set .

Aceste considerente au condus la #toarele definfii ale funaiilor membre din
clasaset .

#include "set.h"

set::set(intn): set(n) {

set.vOn();
for (inti=0;i<n;i++)
set[i]=-1;

void set::merge3(inta, intb) {
// sunt a si b etichete de multimi?
if (setfa]>=0)a=find3(a);
if (setfb]>=0)b=find3(b);

/I sunt multimile a si b diferite?
if (a==Db) return;

// reuniunea propriu-zisa
if (setfa]==set[b])set[set(b]=a]- ;
elseif (setfa]<set[b]) set[b]=a;

else setfa]=Db;

return;

}
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int set::find3(int x ) {
intr=x;
while (set[r]>=0)
r=setfrl;

inti=x;
while (i!=r)
{intj=set[i];setfi]l=r;i=j;}
return r;
}

Fisierul headereth este:

#ifndef _ SET H
#define_ SET_H

#include "heap.h"

class set{

public:
set(int);
void merge3(int, int);
int find3 (int);

private:
tablou<int> set;

h
#endif

6.8 Cele mai scurte drumuri care pleaca din acelagi
punct

Fie G =<V, M> un graf orientat, unde/ este mulimea varfurilorsi M este
multimea muchiilor. Fiecare muchie are o lungime nemiega Unul din varfuri
este desemnat ca vaslrsi. Problema esteiasdetermiim lungimea celui mai
scurt drum de la suiscatre fiecare varf din graf.

Vom folosi un algoritm greedy, datorat lui Dijkst(a959). Noim cu C multimea
varfurilor disponibile (candid@) si cu S multimea varfurilor deja selectate. in
fiecare momentS contine acele varfuri aaror distana minima de la surs este
deja cunoscdt Tn timp ce muimeaC cortine toate celelalte varfuri. La inceput,
S contine doar varful surs iar Tn final S contine toate varfurile grafului. La
fiecare pas, arigam Tn S acel varf dinC a cirui distana de la surs este cea mai
mica.
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Spunem & un drum de la suiisciatre un alt varf estespecial daa toate varfurile
intermediare de-a lungul drumului apiarlui S. Algoritmul lui Dijkstra lucreai

in felul urmitor. La fiecare pas al algoritmului, un tabldu contine lungimea
celui mai scurt drum specialwe fiecare varf al grafului. Dupce adiugim un
nou varfv la S, cel mai scurt drum specialtte v va fi, de asemenea, cel mai scurt
dintre toate drumurileatre v. Cand algoritmul se termin toate varfurile din graf
sunt TInS, deci toate drumurile de la sudrsitre celelalte varfuri sunt speciake
valorile dinD reprezind soluia problemei.

Presupunem, pentru simplificarei @arfurile sunt numerotatey = {1, 2, ...,n},
varful 1 fiind sursagi ca matricealL da lungimea fiedrei muchii, culL[i, j] = +oo,
dac muchia (, j) nu exist. Soluia se va construi Tn tablol[2 .. n]. Algoritmul
este:

function Dijkstra(L[1 .. n, 1 ..n])
{initializare}
C {23, ..,n} {S=V\C existi doar implicit}
fori « 2tondoDJ[i] < L[1,1]
{bucla greedy}
repeat n-2 times
v « varful dinC care minimizeaz D[V]
C « C\{v} {si, implicit, S « SO {Vv}}
for fiecarew 0 C do
D[w] < min(D[w], D[V]+L[v, w])
return D

Pentru graful din Figura 6.5, pidaalgoritmului sunt prezentain Tabelul 6.3.

Obserdm ca D nu se schimb dad mai efectdam o itergie pentru a-l scoatgl pe
{2} din C. De aceea, bucla greedy se repeé¢ doam-2 ori.

Se poate demonstra uiitoarea proprietate:

Figura 6.5 Un graf orientat.
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Pasul % C D
initializare — {2, 3, 4,5} [50, 30, 100, 10]
1 5 {2, 3, 4} [50, 30, 20, 10]
2 4 {2, 3} [40, 30, 20, 10]
3 3 {2} [35, 30, 20, 10]

Tabelul 6.3 Algoritmul lui Dijkstra aplicat grafului din Figur 6.5.

Proprietatea 6.5.1n algoritmul lui Dijkstra, dag un varfi

i) este InS, atunciD[i] da lungimea celui mai scurt drum de la sudtrei;

ii) nu este InS, atunciD[i] da lungimea celui mai scurt drum special de la 8urs
citrei. g

La terminarea algoritmului, toate varfurile grafyleu excepia unuia, sunt r&.
Din proprietatea precedent rezul& ca algoritmul lui Dijkstra funtcioneaz
corect.

Daca dorim € aflim nu numai lungimea celor mai scurte drumuri, giape unde
trec ele, este suficienisadiugaim un tablouP[2 .. n], undeP[v] contine nunirul
nodului care 7l precede pein cel mai scurt drum. Pentru asj drumul complet,
nu avem decéatasurmarim, Tn tabloulP, varfurile prin care trece acest drum, de la
destinaie la surd. Modificarile Tn algoritm sunt simple:

e initializeaz P[i] cu 1, pentru X i <n
e continutul bucleifor cea mai interioar se Tnlocuigte cu
if D[w] > D[v]+L[v, w] then D[w] ~ D[v]+L[v, w]
Plw] < v
e buclarepeat se execut den-1 ori
Sa presupunem & aplicim algoritmul Dijkstra asupra unui graf ca varfuri si m

muchii. Initializarea necesit un timp Tn O(n). Alegerea luiv din buclarepeat
presupune parcurgerea tuturor varfurilor toote TnC la itergia respectiv, deci

an-1,n-2, ..., 2 varfuri, ceea ce necesiin total un timp TnO(nz). Bucla for
interioa efectueaz n-2, n-3, ..., 1 iteraii, totalul fiind tot Tn O(nz). Rezult ca
algoritmul Dijkstra necesitun timp TnO(nz).

Incercim si Tmbunitatim acest algoritm. Vom reprezenta graful nu subnfar
matricii de adiacetd L, ci sub forma an liste de adiacet, cortindnd pentru
fiecare varf lungimea muchiilor care plaéadin el. Buclafor interioaa devine
astfel mai rapid, deoarece putemisconsideim doar varfurilew adiacente luv.
Aceasta nu poate duce la modificarea ordinului tilp total al algoritmului,
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dad nu reyim si scidem i ordinul timpului necesar pentru alegerea din
bucla repeat. De aceea, vomine varfurile v din C intr-un min-heap, in care
fiecare element este de forme, D[v]), proprietatea de min-heap referindu-se la
valoarea luiD[v]. Numim algoritmul astfel otinut Dijkstra-modificat Si 1l
analizim in cele ce urmeaz

Initializarea min-heap-ului necesiun timp inO(n). Instrugiunea ‘C — C\ {v}"
consti Tn extragerea adacinii min-heap-ului si necesid un timp n O(log n).
Pentru celen-2 extrageri este nevoie de un timpQgn log n).

Pentru a testa dac*'D[w] > D[v]+L[v, w]", bucla for interioa® cons& acum in
inspectarea fiexrui varf w din C adiacent luiv. Fiecare varfv din C este introdus
n S exact o dat si cu acest prilej sunt testate exact muchiile adrge lui; rezult
ca numirul total de astfel de test este de cel mulin. Dac testul este adevat,
trebuie 4 7l modificam peD[w] si sa ope@m unpercolatecuw in min-heap, ceea
ce neces#t din nou un timp TnO(log n). Timpul total pentru opetédle percolate
este deci TrO(m log n).

in  concluzie, algoritmul Dijkstra-modificat necesis un timp 1n
O(max(n, m) logn). Daa graful este conex, atuncm=n si timpul este in
O(mlogn). Pentru un graf rar este preferabila sfolosim algoritmul
Dijkstra-modificat iar pentru un graf dens algoritmbDijkstra este mai eficient.

Este yor de observat & Tntr-un graf G neorientat conex, muchiile celor mai
scurte drumuri de la un vaifla celelalte varfuri formedizun arbore parial al
celor mai scurte drumuripentru G. Desigur, acest arbore depinde de alegerea
radacinii i si el difera, Tn general, de arborele pial de cost minim al luG.

Problema gsirii celor mai scurte drumuri care pleadin acelai punct se poate
punesi Tn cazul unui graf neorientat.

6.9 Implementarea algoritmului lui Dijkstra

Aceast seaiune este dedicat implemendrii algoritmului Dijkstra-modificat
pentru determinarea celor mai scurte drumuri cdeag@ din acelai varf. Dupi
cum am vzut, acest algoritm este de preferat in cazul gibfurare, timpul lui
fiind Tn ordinul lui O(mlog n), undem este nurarul de muchii, iarn numarul de
varfuri ale unui graf conex.

in implementarea noasir tipul de date “fundamental” este clasap
(varf-pondere), definit cu ocazia implemeiatii arborilor de interclasare. Vom
folosi aceast clasi pentru:

e Min-heap-ulC format din perechi\, d), ponderead fiind lungimea celui mai
scurt drum special de la varful sérs varfulv.
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 Reprezentarea grafuluG prin liste de adiacga. Pentru fiecare varfv,
perecheay, | ) este muchia de lungimecu extremiitile Tnv si w.

e Tabloul P, al rezultatelor. ElementW®[i] , de valoare\(, d), reprezini varful
v care precede varful in cel mai scurt drum de la varful sarsd fiind
lungimea acestui drum.

Graful G este implementat ca un tablou de liste de elemdeteip varf-pondere.
Tipul graf , introdus prin

typedef tablou< lista<vp> > graf;

este un sinonim pentru aceastructud.

Definitia de mai sus metito clipa de atemie, deoarece exemplificuna din
putinele excepii lexicale din Gr+. In limbajul G++, casi in limbajul C, naiunea
de separator este inexistént Separarea atomilor lexicali ai limbajului
(identificatori, operatori, cuvinte cheie, constanfprin caracterele “albe” spa
sau tab este anali. Totwi, Tn typedef- ul anterior, cele dausemne> trebuie
separate, pentru a nu fi interpretate ca operatoeudiecalare>.

Manipularea grafuluiG definit cagraf G , implica fixarea unui varfsi apoi

operarea asupra listei asociate varfului respedientru o simg parcurgere, nu
avem decét & definim iteratoruliterator<vp> g si sa-l initializam cu una din
listele de adiacegn, de exemplu cu cea corespitaare varfului 2:.g=G[2];

Daci weste un obiect de tigp, atunci, prin instrugunea
while(g(w) ) {
...
}

obiectulwva conine, rand pe rand, toate extreite si lungimile muchiilor care
pleaa din varful 2.

Structura obiectulugraf G asociat grafului din Figura 6.5, struciutiparita prin
cout<<G , este:
[5]: {{5:10}{4,100}{3;30}{2;50}}
{1
{{4,50}{2;5}}
{{2;20}}
{{4,10}}

Executarea acestei instrtiieni implica invocarea operatorilor de inserarg ai
tuturor celor 3 clase implicate, adiop, tablou<T> si lista<E>
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Citirea grafuluiG se realizeaz prin citirea muchiilorsi inserarea lor in listele de
adiacemd. In acest scop, vom folosi aceeaclasi muchie , utilizatd si Tn
implementarea algoritmului lui Kruskal:

int n, m =0; // #varfuri si #muchii
muchie M;

cout << "Numarul de varfuri... "; cin >> n;
graf G(n);

cout << "Muchiile... ";

while( cin >> M) {
/I aici se poate verifica corectitudinea muchie iM
G[ M.u J.insert( vp( M.v, M.cost ) );
m++;

}

Algoritmul Dijkstra-modificateste implementat prin fuga

tablou<vp> Dijkstra( const graf& G, int m, ints );

functie care returnedztabloul tablou<vp> P(n) . In lista de argumente a acestei
functii, meste nurarul de muchii, iars este varful suts Dupa cum am metionat,
Plilv  (sau(int)PJi] ) este varful care precede varfulpe cel mai scurt drum
de la surs catre i, iar Plil.p  (sau(float)P[i] ) este lungimea acestui drum. De
exemplu, pentru acedagraf din Figura 6.5, secvea

for(ints=0;s<n;s++){
cout << "\nCele mai scurte drumuri de la varful
<< (s + 1) << "sunt:\n";
cout << Dijkstra( G, m, s ) << '\n’;

}
genereal rezultatele:

Cele mai scurte drumuri de la varful 1 sunt:
[51: {1;,0}{3;35}{1;30}{5;20}
{110}

Cele mai scurte drumuri de la varful 2 sunt:
[5]: {2;3.37e+38}{1;0}{2; 3.37e+38}
{2;3.37e+38}{ 2; 3.37e+38 }

Cele mai scurte drumuri de la varful 3 sunt:
[5]:{3;3.37e+38}{3;5}{1;0}{3;50}
{3;3.37e+38}
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Cele mai scurte drumuri de la varful 4 sunt:
[5]: {4;3.37e+38}{4; 20} {4, 3.37e+38}
{1,0}{4; 3.37e+38}

Cele mai scurte drumuri de la varful 5 sunt:
[5]: {5;3.37e+38}{4; 30} {5; 3.37e+38}
{510}{1;0}

unde 3.37e38 este constantaMAXFLOAT din fisierul header <values.h>
MAXFLOATeste o aproximare rezonabibpentru+co, fiind cel mai mare nu#r real
admis de calculatorul pentru care se compileogramul.

Datele locale fungei Dijkstra() sunt heap-ulheap<vp> C(n + m) si tabloul

tablou<vp> P(n) al celor mai scurte drumuri (incluzanddistarnele respective)
de la fiecare din cela varfuri la varful surs. Initial, distanele dinP[s] sunt+o

(constantaMAXFLOATdin <values.h> ), exceptand varfuls si celelalte varfuri
adiacente luis, varfuri inclusesi in heap- ul C. Initializarea variabilelorP si C
este realizat prin secvem:

vp W;

[ initializare
for (inti=0;i<n;i++)
P[i] = vp(s, MAXFLOAT );
for (iterator<vp>g=G[s]; g(w);)
{C.insert(w); PLw]=vp(s, w); }
P[s]=vp(0,0);

Se obser¥ aici invocarea explicit a constructorului claseip pentru intializarea
elementelor tablouluiP. Din picate, iniializarea nu este dirext ci prin
intermediul unui obiect temporar de tipp, obiect distrus dup atribuire.
Initializarea direct este posibd, dac vom completa clasap cu o fungie de
genul

vp& vp::set( int varf, float pondere )
{ v =varf; p = pondere; return *this; }

sau cu un operator

vp& vp::operator ()( int varf, float pondere )
{ v =varf; p = pondere; return *this; }

Desi era mai natural & folosim operatorul de atribuire, nu I-am putut folosi
deoarece este operator binar, iar aici avem ne&tei8 operanzi: in membrul stang
obiectul invocatorsi in membrul drept varful, Tmpredncu ponderea. Folosind
noul operator) , secvera de infializare devine mai scuttsi mai eficient:
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vp W;

[ initializare
for (inti=0;i<n;i++)
P[i](s, MAXFLOAT);
for (iterator<vp>g=G[s]; g(w);)
{C.insert(w); P[w](s,w);}
P[s](0,0);

Bucla greedy a funei Dijkstra()

vp v;
float dw;

// bucla greedy
for(i=1;i<n-1;i++){
C.delete_max(v);g=G[V];
while (g(w))
if ( (float)P[ w] > (dw = (float)P[ v ] + (f loat)w) )
C.insert(vp(w, P[w](v,dw)));

se ohine prin traducerea direxta descrierii algoritmuluiDijkstra-modificat
Fiind dificil si cautam in heap-ulC elemente \{, Dw] ) dupi valoarea luiw, am
inlocuit urmatoarele opergi:

i) cautarea elementului{ D[w] ) pentru unw fixat
ii) modificarea valoriiD[w]
iii) refacerea propridtii de heap

cu o simph inserare Tn heap a unui nou elemewtd[w] ), Dw] fiind modificat
corespuniator. Din picate, aceast simplificare poate @ri heap-ul, deoarece
existi posibilitatea ca pentru fiecare muchig fse inserat cate un nou element.
Numarul de elemente din heap va fi insotdeauna mai mic dec&t+ m. Timpul
algoritmului @mane inO(m log n).

Crearea unui obiect temporar la inserarea Tn hedp pustificali aici chiar prin
algoritm. Conform precizilor de mai sus, actualizarea distalor se realizeaz
indirect, prin inserarea unui nou obiectd 8emaré@am si inlocuirea tabloului
redundantD cu membrulfioat  din tabloulP.

in final, dupi executarea de-2 ori a buclei greedy, funia Dijkstra() trebuie
si returneze tabloul:

return P;

Daca secvefnele prezentate pdnacum nu ¥ sunt suficiente pentru a scrie furec
Dijkstra() si programul de test, iatforma lor complet:
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#include <iostream.h>
#include <values.h>

#include "tablou.h"
#include "heap.h"
#include "muchie.h"
#include "lista.h"
#include "vp.h"

typedef tablou< lista<vp> > graf;

tablou<vp> Dijkstra( const graf& G, int m, ints)
int n = G.size(); // numarul de varfuri ale gra

heap<vp> C(m);
tablou<vp>P(n);

vp v, w; // muchii
float dw; // distanta

[l initializare
for (inti=0;i<n;i++)
P[i](s, MAXFLOAT);
for (iterator<vp>g=G[s]; g(w);)
C.insert(w); P[w](s, W);
P[s](0,0);

// bucla greedy
for(i=21;i<n-1;i++){
C.delete_max(v);g=G[V];
while (g(w))
if ((float)P[w] > (dw = (float)P[v ]+ (
C.insert( vp(w, P[w](v,dw)));

return P;

}

main( ) {
int n, m = 0; // #varfuri si #muchii
muchie M;

cout << "Numarul de varfuri... "; cin >> n;
graf G(n);

.
fului G

float)w ) )

Capitolul 6
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cout << "Muchiile... ";
while( cin >> M) {

/I aici se poate verifica corectitudinea muchie iM
G[ M.u J.insert( vp( M.v, M.cost ) );
m++;

}

cout << "\nListele de adiacenta:\n"; cout << G << \n';

for(ints=0;s<n;s++){
cout << "\nCele mai scurte drumuri de la varful
<< (s +1) << "sunt:\n";
cout << Dijkstra( G, m, s) << '\n’;

}

return O;

}

6.10 Euristica greedy

Pentru anumite probleme, se poate accepta utilezameor algoritmi despre care
nu se stie dad@d furnizeaz soluia optimi, dar care furnizedz rezultate

“acceptabile”, sunt maigor de implementagi mai eficieni decéat algoritmii care
dau soltgia optima. Un astfel de algoritm se nugte euristic.

Una din ideile frecvent utilizate Tn elaborarea @&lgmilor euristici const Tn
descompunerea procesului déutare a soltiei optime in mai multe subprocese
succesive, fiecare din aceste subprocese constéaridal optimizare. O astfel de
strategie nu poate conduce intotdeauna la oteobptini, deoarece alegerea unei
solutii optime la o anumit etag poate Tmpiedica atingerea in final a unei $iolu
optime a intregii probleme; cu alte cuvinte, optiariea local nu implica, Tn
general, optimizarea glohmalRedisim, de fapt, principiul care &1a baza metodei
greedy. Un algoritm greedy, despre care nu se pdatmonstra & furnizeaz
solutia optima, este un algoritm euristic.

Vom da dod exemple de utilizare a algoritmilor greedy eumsti

6.10.1 Colorarea unui graf

Fie G = <V, M> un graf neorientat, alearui varfuri trebuie colorate astfel Tncat
oricare dod varfuri adiacente &fie colorate diferit. Problema este de atiob o
colorare cu un nuar minim de culori.

Folosim urnitorul algoritm greedy: alegem o culoagg un varf arbitrar de
pornire, apoi considém varfurile @mase, Tncercandasle coloam, fird a
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schimba culoarea. Cand nici un varf nu mai poateoforat, schimbm culoaressi
varful de start, repetand procedeul.

Daca Tn graful din Figura 6.6 pornim cu varfulsl il coloram in resu, mai putem
colora tot Tn rgu varfurile 3si 4. Apoi, schimiam culoareasi pornim cu varful 2,
colorandu-l Tn albastru. Mai putem colora cu albasi varful 5. Deci, ne-au fost
suficiente doa culori. Daa coloram véarfurile in ordinea 1, 5, 2, 3, 4, atunci se
obtine o colorare cu trei culori.

Rezult ca, prin metoda greedy, nu ghem decat o solie euristi@, care nu este
in mod necesar sofia optimi a problemei. De ce suntem atunci intege$atr-o

astfel de rezolvare? Tio algoritmii cunoscti, care rezold optim aceast

problemi, sunt exponetiali, deci, practic, nu pot fi folosi pentru cazuri mari.
Algoritmul greedy euristic propus furnizeadoar o soltie “acceptabid”, dar este
simplusi eficient.

Un caz particular al problemei colori unui graf corespunde celebrpiobleme a
colorarii hartilor: o haré oarecare trebuie colomtu un nurir minim de culori,
astfel incat dod tari cu frontied comuri sa fie colorate diferit. Dag fiecarui varf

i corespunde otarad, iar dou varfuri adiacente reprezihttari cu frontied
comurk, atunci lirtii 71i corespunde un graplanar, adic un graf care poate fi
desenat in planifa ca dod muchii si se intersecteze. Celebritatea problemei
consh in faptul @&, Tn toate exemplele intalnite, colorarea s-a pdade cu cel
mult 4 culori. Aceasta in timp ce, teoretic, se gmuidemonstraicpentru o hai
oarecare este nevoie de cel mult 5 culori. Recera demonstrat pe calculator
faptul ci orice hari poate fi colorat cu cel mult 4 culori. Este prima demonstrare
pe calculator a unei teoreme importante.

Problema coladrii unui graf poate fi interpretatsi Tn contextul planifié@rii unor
activititi. De exemplu, & presupunem & dorim € execuim simultan o muime
de activititi, in cadrul unor &i de clasi. in acest caz, varfurile grafului reprezint
activitati, iar muchiile unesc activitile incompatibile. Nurdrul minim de culori
necesare pentru a colora graful corespundeanuimi minim de 4li necesare.

" K. Appelsi W. Haken, infligtya 6.6 Un graf care va fi colorat.




Sectiunea 6.10 Euristica greedy 145

La: 2 3 4 5 6

De la:
1 3 10 11 7 25
2 6 12 8 26
3 9 4 20
4 5 15
5 18

Tabelul 6.4 Matricea distatelor pentru problema comis-voiajorului.

6.10.2 Problema comis-voiajorului

Se cunosc distaale dintre mai multe og@. Un comis-voiajor pledicdintr-un ora

si doreste &4 se intoarg in acelai oras, dupi ce a vizitat fiecare din celelalte
orase exact o dd@t Problema este de a minimiza lungimea drumuluicpes. Si
pentru acea#t problens, toti algoritmii care @gsesc soltia optima sunt
exponeniali.

Problema poate fi reprezeniaprintr-un graf neorientat, in care oricare dou
varfuri diferite ale grafului sunt unite Tntre elgrintr-o muchie, de lungime
nenegatii. Cautaim un ciclu de lungime minia care 4 se inchid Tn varful
initial si care 4 trea@ prin toate varfurile grafului.

Conform strategiei greedy, vom construi ciclul pas pas, agslugand la fiecare
iteratie cea mai scuiitmuchie disponib# cu urmitoarele proprieiti:

e nu formeaZ un ciclu cu muchiile deja selectate (exceptand tperultima
muchie alea& care completedzciclul)

* nu exist Tncd doud muchii deja selectate, astfel incat cele trei mush fie
incidente in acela varf

De exemplu, pentrgase orae a déror matrice a distaelor este ddt in Tabelul

6.4, muchiile se aleg Tn ordinea: {1, 2}, {3, 5}4{5}, {2, 3}, {4, 6}, {1, 6} si se

obtine ciclul (1, 2, 3,5, 4, 6, 1) de lungime 58. Algmul greedy nu a apit

ciclul optim, deoarece ciclul (1, 2, 3, 6, 4, 5,dre lungimea 56.

6.11 Exercifii

6.1 Presupunandacexisti monezi de:
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i) 1, 5, 12si 25 de unidti, gasiti un contraexemplu pentru care algoritmul
greedy nu @seste soldia optima;

ii) 10si 25 de uniiti, gasiti un contraexemplu pentru care algoritmul greedy nu
gaseste nici o soldie cu toate & existi soluie.

6.2 Presupunandacexisti monezi de:
kO kl kn—l

unitati, pentruk O N, k> 1 oarecare, atati ca metoda greedy Zddmereu soltia
optimi. Consideré ca n este un nudr finit si ca din fiecare tip de moneadexist
0 cantitate nelimitat

6.3 Pe o band magnetid@ suntn programe, un prograrnde lungimel; fiind
apelat cu probabilitatep,, 1<i < n, p;+p,+...+p, = 1. Pentru a citi un program,

trebuie 4 citim banda de la Tnceput. In ce ordineraemo&m programele pentru
a minimiza timpul mediu de citire a unui progranreeare?

Indicatie: Se pun in ordinea descrészare a rapoartelg, / |;.

6.4 Analizati eficienta algoritmului greedy care planificordinea cliegilor
intr-o staie de servire, minimizand timpul mediu dgteptare.

6.5 Pentru un text format dim litere care apar cu frecverle f, f,, ..., f,
demonstrd ca arborele de codificare Huffman minimizéatungimea exteri
ponderai pentru tei arborii de codificare cu varfurile terminale avhwalorile
f, b o f

.
6.6 Cé&i biti ocupa textul “ABRACADABRA” dupa codificarea Huffman?

6.7 Ce se Intdmpl cand facem o codificare Huffman a unui text bin&® se
intdmpk cand facem o codificare Huffman a unui text forndan litere care au
aceeai frecvena?

6.8 Elaborai algoritmul de compactare Huffman a urgiti de caractere.

6.9 Elaborai algoritmul de decompactare a ungir de caractere codificat
prin codul Huffman, presupunadndi cse cunosc caracterelg codificarea lor.
Folositi proprietatea & acest cod este de tip prefix.
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6.10 Pe lang codul Huffman, vom considera aigi un alt cod celebru, care nu
se ohine ingi printr-o metod greedy, ci printr-un algoritm recursiv.

Un cod Grayeste o secven de 2' elemente astfel incat:

i) fiecare element este wir de n biti
ii) oricare dod elemente sunt diferite

iii) oricare dod elemente consecutive difeexact printr-un bit (primul element
este considerat succesorul ultimului element)

Se obser¥ ca un cod Gray nu este de tip prefix. Elabgran algoritm recursiv
pentru a construi codul Gray pentru oricedat. Gandi-va cum ai putea utiliza
un astfel de cod.

Indicatie: Pentrun = 1 putem folosi secvea (0, 1). Presupunenmi@vem un cod
Gray pentrun-1, unden>1. Un cod Gray pentrin poate fi construit prin
concatenarea a dawsubsecvete. Prima se ofine prefixand cu 0 fiecare element
al codului Gray pentrin—1. A doua se afne citind in ordine inveiscodul Gray
pentrun—1 si prefixand cu 1 fiecare element rezultat.

6.11 Demonstra ca graful patial definit ca arbore paial de cost minim este
un arbore.

Indicatie: Aratati ca orice graf conex cwn varfuri are cel ptin n—1 muchiisi
revedei Exerctitiul 3.2.

6.12 Daci Tn algoritmul lui Kruskal reprezemn graful nu printr-o list de
muchii, ci printr-o matrice de adiacgin care cornine costurile muchiilor, ce se
poate spune despre timp?

6.13 Ce se intampl dac rulam algoritmul i) Kruskal, ii) Prim pe un graf
neconex?

6.14 Ce se intdmgl Tn cazul algoritmului:i) Kruskal, ii) Prim dac permitem
muchiilor 1 aiba cost negativ?

6.15 Sa presupunemiam disit arborele pgral de cost minim al unui gra®.
Elaborai un algoritm de actualizare a arborelui parde cost minim, dupce am
adaugat TInG un nou varf, impreuhcu muchiile incidente lui. Analizaalgoritmul
obtinut.
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6.16 1n graful din Figura 6.5, @piti pe unde trec cele mai scurte drumuri de la
varful 1 atre toate celelalte varfuri.

6.17 Scrigi algoritmul greedy pentru colorarea unui ggafanalizagi eficienta
lui.

6.18 Ce se intamgpl cu algoritmul greedy din problema comis-voiajorutiaci
admitem & pot exista do@i orase fird legatura direct intre ele?

6.19 Scrigi algoritmul greedy pentru problema comis-voiajaruki analizgi
eficienta lui.

6.20 Intr-un graf orientat, un drum esteamiltonian daci trece exact o dat
prin fiecare varf al grafului,afd si se Tntoarg in varful inttial. Fie G un graf
orientat, cu proprietateaicintre oricare doui varfuri exist cel puin o muchie.
Aratati ca Tn G existi un drum hamiltoniarsi elaborai algoritmul care gseste
acest drum.

6.21 Este cunoscutaorice nunar naturali poate fi descompus in mod unic
intr-o suni de termeni aisirului lui Fibonacci (teorema lui Zeckendorf). Dac
prin k >>m notim k = m+2, atunci

HER DT S

unde
k, >k, >> ... >k >0

In acesi reprezentare Fibonacca numerelor, singura valoare posibgentru fk1
este cel mai mare termen diirul lui Fibonacci pentru caref, < i; singura
valoare posib# pentru sz este cel mai mare termen pentru cafig < i-f, etc.

Reprezentarea Fibonacci a unui rirmnu conine niciodai doi termeni
consecutivi akirului lui Fibonacci.

Pentru O<i<f -1, n=3, numim codificarea Fibonaccide ordinuln al lui i
secvema de bii b _,, b _,, ..., b,, unde

) n-1
i = ij f;
j=2
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este reprezentarea Fibonacci a luiDe exemplu, pentru = 6, codificarea de
ordinul 6 este 1001, iar codificarea de ordinul $tee01001. Se obsetrwi in
codificarea Fibonacci nu apar doi de 1 consecutiv.

Dati un algoritm pentru determinarea cod#id Fibonacci de ordinuh al lui i,
unden si i sunt oarecare.

6.22 Codul Fibonaccide ordinuln, n > 2, este secvea C_ a celorf, codificari
Fibonacci de ordinuh ale luii, atunci cand ia toate valorile Gi<f -1. De
exemplu, dag notim cu A sirul nul, olyinem: C,= (@A), C;=(0, 1),
C,= (00, 01, 10), C; = (000, 001, 010, 100, 101) etc. Elabgraun algoritm
recursiv care construgee codul Fibonacci pentru orice dat. Gandi-va cum 4gi
putea utiliza un astfel de cod.

Indicatie: Aritati ca putem construi codul Fibonacci de ordinml n = 4, prin
concatenarea a dausubsecvete. Prima subsecvenh se ohine prefixdnd cu O
fiecare codificare dirC,_;. A doua subsecveh se obine prefixdnd cu 10 fiecare

codificare dinC,_,.



7. Algoritmi divide et
impera

7.1 Tehnica divide et impera

Divide et imperaeste o tehnit de elaborare a algoritmilor care conéh:

« Descompunerea cazului ce trebuie rezolvat intr-uman de subcazuri mai
mici ale aceleigi probleme.

* Rezolvarea succediwi independeri a fieciruia din aceste subcazuri.
« Recompunerea subsaoiilor astfel oltinute pentru a gsi soluia cazului intial.

Sa presupunem T avem un algoritmA cu timp pitratic. Fiec o constant, astfel
incat timpul pentru a rezolva un caz dérime n estet,(n) < cn’. Si presupunem
ca este posibil £ rezolvim un astfel de caz prin descompunerea in trei sulréa
fiecare de rarime [n/2]. Fie d o constant, astfel incat timpul necesar pentru
descompuneregi recompunere estgn) < dn. Folosind vechiul algoritngi ideea de

descompunere-recompunere a subcazuriloineln un nou algoritmB, pentru
care:

tg(n) = 3t,(n/2])+t(n) < 3c((n+1)/2)°+dn = 3/4cn’+(3/2+d)n+3/4c

Termenul 3/4n’> domini pe ceilati cAnd n este suficient de mare, ceea ce
fnseamd ci algoritmul B este in esgi cu 25% mai rapid decat algoritmAl Nu
am reyit insi sa schimkim ordinul timpului, careaméne ftratic.

Putem & continiim Tn mod recursiv acest procedeu, #rnd subcazurile n
subsubcazuri etc. Pentru subcazurile care nu switnmari decat un anumit prag
Ny, vom folosi tot algoritmulA. Obtinem astfel algoritmuC, cu timpul

t(n) = ta(n) pentra< n,
¢ 3te('n/ 21) +t(n) pentrun> n,

Ig 3

Conform rezultatelor din S¢icinea 5.3.5t-(n) este in ordinul lun™ °. Deoarece

Ig 301,59, inseamh ca de aceast dati am regit sa Tmburitatim ordinul
timpului.

lata o descriere generalh metodei divide et impera:

149
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function divimp(x)
{returneaz o soluie pentru cazuk}
if x este suficient de mithen return adhodqx)

{descompune in subcazurile, X,, ..., X}

fori — 1tokdoy; — divimp(x;)

{recompuney,, y,, ..., Yy, in scopul okinerii soluiei y pentrux}
returny

undeadhoceste subalgoritmul de baZolosit pentru rezolvarea micilor subcazuri
ale problemei Tn cauiz(in exemplul nostru, acest subalgoritm eAje

Un algoritm divide et impera trebuied sevite descompunerea recursiva
subcazurilor “suficient de mici”, deoarece, pentagestea, este mai eficiant
aplicarea directa subalgoritmului de b&az Ce inseamhinsi “suficient de mic”?

in exemplul precedent, cu toatei waloarea luin, nu influenteaz ordinul

timpului, este influetata insa constanta multiplicativ a lui n'?3 ceea ce poate

avea un rol considerabil Tn eficign algoritmului. Pentru un algoritm divide et
impera oarecare, chiar daordinul timpului nu poate fi Tmbuitatit, se dorete
optimizarea acestui prag Tn sensultiobrii unui algoritm cat mai eficient. Nu
existi 0 metod teoretiGd generai pentru aceasta, pragul optim depinzadnd nu
numai de algoritmul Tn cadz dar si de particularitatea implemedrii.
Considerand o implementare dapragul optim poate fi determinat empiric, prin
masurarea timpului de exede pentru diferite valori ale lun, si cazuri de rérimi

diferite.

In general, se recomaido metod hibridi care const in: i) determinarea
teoretia a formei ecudilor recurente; ii) gasirea empirid a valorilor
constantelor folosite de aceste egydn functie de implementare.

Revenind la exemplul nostru, pragul optim poatgait rezolvand ecuéa
ta(n) = 3ty((n/21) + t(n)

Empiric, gisim n, 067, adi@ valoarea pentru care nu mai are impotiadac

aplicaim algoritmul A in mod direct, sau daccontiniim descompunerea. Cu alte
cuvinte, atata timp cat subcazurile sunt mai macéatn,, este bine & continiim

descompunerea. Dacontiniim Thsi descompunerea pentru subcazurile mai mici
decatn,, eficierta algoritmului scade.

Obserdm ci metoda divide et impera este prin defiairecursiéi. Uneori este
posibil si eliminam recursivitatea printr-un ciclu iterativ. Implemeati pe o
masina convenionala, versiunea iterativ poate fi ceva mai rapid (in limitele
unei constante multiplicative). Un alt avantaj @rsiunii iterative ar fi faptul
economisete spaiul de memorie. Versiunea recurgifoloseste o stivi necesar
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memodirii apelurilor recursive. Pentru un caz deirime n, numirul apelurilor
recursive este de multe ori @(log n), uneori chiar T (n).

7.2 Cautarea binar a

Cautarea binat este cea mai simplaplicaie a metodei divide et impera, fiind
cunoscui Tnca Tnainte de apatia calculatoarelor. In eseh este algoritmul dup
care se caudtun cuvint Tntr-un digonar, sau un nume in cartea de telefon.

Fie T[1 ..n] un tablou ordonat credtor si X un element oarecare. Problema
consti Tn a-l gisi pex in T, iar dad nu se afi acolo Tn a gsi poztia unde poate fi
inserat. Gutam deci indicelei astfel Tnhcat Xi<n si T[i] <x<T[i+1], cu
convenia T[0] = -, T[n+1l] =+c. Cea mai evidet metodi este cautarea
secveniala:

function sequentiaT[1 .. n], X)
{cauti secvemial pex in tabloulT }
fori « 1tondo

if T[i] > xthenreturni-1
returnn

Algoritmul necesif un timp Tn ©(1+r), under este indicele returnat; aceasta
fnseamii ©(1) pentru cazul cel mai favorabidi ©(n) pentru cazul cel mai
nefavorabil. Da& presupunem & elementele IuiT sunt distincte, £ x este un
element al IuiT si ca se afi cu probabilitate egalin oricare pozie din T, atunci

buclafor se execut Th medie de r(2+3n—2)/2n ori. Timpul este deci T®(n) si
pentru cazul mediu.

Pentru a riri viteza de dutare, metoda divide et impera sugerea¥| cautaim pe
x fie in prima junitate a IuiT, fie Tn cea de-a doua. Comparandu-l peu
elementul din mijlocul tabloului, putem decide fare dintre juritati sa cautam.
Repetand recursiv procedeul,tatem urmitorul algoritm decgqutare binag:

function binsearci{T[1 .. n], x)
{cauti binar pex in tabloulT}
if n=0o0r x <T[1] then return O
return binreq(T[1 .. n], x)
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function binre(TTi .. ], X)
{cautd binar pex in subtabloullTi .. j]; aceasi procedu#
este apelatdoar candr[i] s x <T[j+1] sii <}
ifi =jthenreturni
k — (i+j+1) div 2
if x<T[k] then return binred(T[i .. k-1], X)
else return binredT[k .. |], X)

Algoritmul binsearchnecesi® un timp in©(log n), indiferent de pozia luixinT
(demonstréd acest lucru, reszdnd Setiunea 5.3.5). Procedurhinrec execud
doar un singur apel recursiv, Tn fure de rezultatul testului x'< T[k]”. Din
aceast caua, ciutarea binaf este, mai curand, un exemplu de simplificare, tleca
de aplicare a tehnicii divide et impera.

latd si versiunea iterati¥ a acestui algoritm:

function iterbinl(T[1 .. n], X)
{cautare binai iterativa}
if n=0o0r x <T[1] then return O
i« 1;j «n
whilei <j do
{Tli] =x<T[j+1]}
k « (i+j+1) div 2
if x<T[k] then j « k-1
else i «k
return i

Acest algoritm de #@utare binak pare ineficient in uridtoarea situge: dad la un
anumit pas avenx = T[k], se contind totusi cautarea. Urmatorul algoritm evit
acest inconvenient, oprindu-se imediat éseate elementul gutat.

function iterbin2(T[1 .. n], X)
{variantd a ciutarii binare iterative}
if n=0o0r x<T[1] then return 0
i« 1;j «n
whilei <j do

{T[i] =x<T[j+1]}
k « (i+j) div 2
case x<T[K]:] « k-1
X = T[k+1]: i « k+1
otherwise: i,j « Kk
return i

Timpul pentruiterbinl este Tn©(log n). Algoritmul iterbin2 necesit un timp care
depinde de porzia lui x in T, fiind in ©(1), ©(log n), ©(log n) pentru cazurile cel
mai favorabil, mediwi respectiv, cel mai nefavorabil.
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Care din acgti doi algoritmi este oare mai eficient? Pentru wlazel mai
favorabil, iterbin2 este, evident, mai bun. Pentru cazul cel mai vefabil,
ordinul timpului este ace$d numirul de executri ale bucleiwhile este acelg,
dar durata unei buclehile pentruiterbin2 este ceva mai mare; ddtérbinl este
preferabil, avand constanta multiplicativmai mici. Pentru cazul mediu,
compararea celor doi algoritmi este mai dificibrdinul timpului este ace$a o
bucla while Tn iterbinl dureaZ Tnh medie mai ptin decét Tniterbin2, Th schimb
iterbinl execul in medie mai multe buclehile decétiterbin2.

7.3 Mergesort (sortarea prin interclasare)

Fie T[1 .. n] un tablou pe care dorimad sortim cresdator. Prin tehnica divide et
impera putem proceda astfel: sejrartabloul T Tn dow parti de miarimi cat mai
apropiate, so#im aceste jrti prin apeluri recursive, apoi intercl&m soluiile
pentru fiecare parte, fiind atgnsd pastrim ordonarea credtoare a elementelor.
Obtinem urmitorul algoritm:

procedure mergesorfT[1 .. n])
{sorteaz Tn ordine cresitoare tabloulT}
if n este mic
then inserfT)
else arraysU[1l ..ndiv 2], V[1 .. (n+1) div 2]
U« T[1. ndiv2]
V « T[1 + (ndiv 2) ..n]
mergesortU); mergesortV)
mergdT, U, V)

undeinsert(T) este algoritmul de sortare prin ingercunoscut, iamerggT, U, V)
interclaseaz intr-un singur tablou sortdt cele dod tablouri deja sortaté si V.

Algoritmul mergesortilustreaz perfect principiul divide et impera: pentro

avand o valoare mi¢ nu este rentabilasapeim recursiv proceduranergesort ci

este mai bine sefectuim sortarea prin insé@e. Algoritmul insert lucreaz foarte

bine pentrun< 16, cu toate & pentru o valoare mai mare a lm, devine
neconvenabil. Evident, se poate concepe un algonita puin eficient, care &

meardi pam la descompunerea tofal in acest caz, #mimea stivei este Tn
O(log n).

Spaiul de memorie necesar pentru tablourile auxiliarei V este Tn®(n). Mai

precis, pentru a sorta un tablou de= 2 elemente, presupunanda c
descompunerea este tatahcest sp@u este de

2021+ 224+ 42+ )= ¥ = »
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elemente.

Putem considera (conform Exeficilui 7.7) ¢ algoritmul mergdT, U, V) are
timpul de exectie Tn ©(#U + #V), indiferent de ordonarea elementelor i V.
Separarea luil in U si V necesii tot un timp Tn©(#U + #V). Timpul necesar
algoritmului mergesortpentru a sorta orice tablou de elemente este atunci
t(n) O t(Ln/2))+t( n/21)+O(n). Aceasi ecuaie, pe care am analizat-o in $emea
5.1.2, ne permitedasconchidem & timpul pentrumergesorteste Tn@(n log n). Sa
reamintim timpii celorlali algoritmi de sortare, algoritmi analigdn Capitolul 5:
pentru cazul medigi pentru cazul cel mai nefavorahiisertsi selectnecesii un

timp Tn O(nz), iar heapsortun timp in®(n log n).

in algoritmul mergesort suma marimilor subcazurilor este egalcu mirimea
cazului intial. Aceasi proprietate nu este in mod necesar vakhilentru
algoritmii divide et impera. Oare de ce estealimaportant ca subcazurilé die de
marimi cat mai egale? Ddcin mergesortil sepaim peT Tn tabloulU avandn-1
elementesi tabloul V avand un singur element, setime (Exerciiul 7.9) un nou
timp de exectie, care este Tn@(nz). Deducem de aici ac este esemal ca

subcazurile & fie de nirimi cAt mai apropiate (sau, alfel spus, subcaeusil fie
cat maiechilibrate).

7.4 Mergesortin clasele tabl ou<T>gili sta<BE>

7.4.1 O solutie neinspirata

Desi eficient Tn privirta timpului, algoritmul de sortare prin interclasaaee un
handicap important in ceea ce prite memoria necesar intr-adevir, orice
tablou den elemente este sortat ntr-un timp®&gn log n), dar utilizand un spau
suplimentar de memoriede 2 elemente. Pentru a reduce consumul de memorie,
in implementarea acestui algoritm nu vom utilizaighilele intermediareJ si V

de tipt abl ou<T>, ci 0 unic zom de auxiliad den elemente.

Convenim & implemenim proceduramergesortdin Seciunea 7.3 ca membru
private al clasei parametrice abl ou<T>. Invocarea acestei proceduri se va
realiza prin funga memba

" Spaiul suplimentar utilizat de algoritmuhergesoripoate fi independent de narul elementelor
tabloului de sortat. Detaliile de implementare eilastfel de strategii séigesc in D. E. Knuth,
“Tratat de programarea calculatoarelor. Sortatiecautare’, Segiunea 5.2.4.
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tenpl ate <cl ass T>
t abl ou<T>& tabl ou<T>::sort( ) {

T *aux = new T[ d ]; /1 al ocarea zonei de interclasare
nmergesort( 0, d, aux ); // si sortarea propriu-zisa
delete [ ] aux; /1 eliberarea zonei al ocate

return *this;

}
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Am preferat aceastmaniet de “incapsulare” din ur@toarele doa motive:

« Alocareasi eliberarea sp@ului suplimentar necesar intercla§ se face o
singuia dati, Tnainte si dupa terminarea soé#tii. Funcia nergesort(), ca
functie recursid, nu poate avea controlul asupra a@locsi eliberarii acestei
zone.

« Algoritmul mergesortare trei parametri care pot fi ignarda apelarea fungei
de sortare. Acgia sunt: adresa zonei suplimentare de memgraei doi indici
prin care se incadreazlementele de sortat din tablou.

Dupa cum se poate vedea in Exafgl 7.7, implementarea interclasi se
simplifica mult prin utilizarea unor valori “santin®l Tn tablourile de interclasat.
Funaia mer gesort ():

tenpl ate <cl ass T>
voi d tabl ou<T>::nmergesort( int st, int dr, T *x ) {
if (dr - st >1) {
/1 mjlocul interval ului
int m=( st +dr ) [/ 2;

/1 sortarea celor doua parti
nmergesort( st, m);
nmergesort( m dr );

/1 pregatirea zonei x pentru interclasare

int k = st;
for (int i =st; i <m ) x[ i++] = a] k++ ];
for (int j =dr; j >m ) x[ --j ] =a] k++];

/1 interclasarea celor doua parti din x in zona a
i =st; j =dr - 1,
for ( k =st; k <dr; k++)
al k] =x[j 1 >x[ 1 1?2x[ i++1: x[ j--1;
}
}

se adapteazsurprinzitor de simplu la utilizarea “santinelelor”. Nu avedecéat &
transfeam Tn zona auxiliad cele dod jumatati deja sortate, astfel incéat valorile
maxime 4 fie la mijlocul acestei zone. Altfel spus, primanmatate va fi
transferai cresator, iar cea de-a doua descraé®a, Tn continuarea primei
jumatati. Incepand interclasarea cu valorile minime, vakmmaxini din fiecare
jumitate este santinglpentru cealalt jumaitate.

Sortarea prin interclasare prezinin avantaj foarte importanttfade alte metode
de sortare deoarece elementele de sortat sunt rs@raecvemal, element dup
element. Din acest motiv, metoda este potéivitentru sortarea fierelor sau

listelor. De exemplu, procedura de sortare prireiotasare a obiectelor de tip
l'i sta<BE>
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tenpl ate <cl ass E>
lista<BE>& lista<BE>::sort() {
if ( head)
head = nergesort( head );

return *this;

}

rearanjeaz nodurile in ordinea cregtare a cheilor,dra a folosi noduri sau liste
temporare. Pral Tn spaiu suplimentar de memorie este tetplatit, deoarece
orice list inlantuita necesii memorie in ordinul nu#rului de elemente pentru
realizarea Trintuirii.

Conform algoritmuluimergesort lista se imparte in ddupati egale, iar dup
sortarea fiegreia se realizedzinterclasarea. Tmjrtirea listei in cele dai parti
egale nu se poate realiza direct, ca in cazul tafllr, ci in mai muli pasi.
Astfel, vom parcurge lista péna sfagit, pentru a putea determina elementul din
mijloc. Apoi stabilim care este elementul din milei, n final, izolam cele dod
parti, fiecare in cate o ligt Tn funaia mergesort ():

tenpl ate <cl ass E>
nod<E>* nergesort ( nod<E> *c ) {
if ( ¢ & c->next ) {
/1 sunt cel putin doua noduri in lista
nod<E> *a = ¢, *b;

for ( b = c->next; b; a = a->next )
if ( b->next ) b = b->next->next;
el se br eak;
b = a->next; a->next = 0;
return nerge( nergesort( c ), nergesort( b ) );

}

el se
/1 lista contine cel nult un nod
return c;

}

Tmpartirea listei se realizedzprintr-o singué parcurgere, dar cu dauadrese de
noduri, a si b. Principiul folosit este urétorul: dad b Tnainteaz in parcurgerea
listei de dod ori mai repede decét, atunci candb a ajuns la ultimul noda este
la nodul de mijloc al listei.

Spre deosebire de algoritmuhergesort sortarea listelor prin interclasare nu
deplaseaz valorile de sortat. Funia nerge() interclaseaz listele de la adresele
a si b prin simpla modificare a legurilor nodurilor.
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tenpl ate <cl ass E>
nod<E>* merge( nod<E> *a, nod<E> *b ) {
nod<E> *head; [l primul nod al listei interclasate

if (a&kb)

/] anbele |iste sunt nevide;

[l stabilimprinmul nod din lista interclasata

if ( a->val > b->val ) { head = b; b b->next; }

el se { head = a; a a->next; }
el se

/1 cel putin una din liste este vida;

/!l nu avemce interclasa

return a? a: b;

/1 interclasarea propriu-zisa
nod<E> *c = head; // ultimul nod din lista interclasata
while ((a & b )

if ( a->val > b->val ) { c->next = b; ¢ =b; b = b->next; }
el se { c->next = a; ¢ = a; a = a->next; }
/1 cel putin una din liste s-a epuizat
c->next = a? a: b;
/1 se returneaza primul nod al listei interclasate

return head;

}

Fungia de sortaremergesort(), Tmpreud cu cea de interclasareerge(),
lucreaz exclusiv asupra nodurilor. Deoarece aceste fiurstunt invocate doar la
nivel de list, ele nu sunt membre in clasad<E>, ci doarfri end fatd de aceast
clasi. Incapsularea lor este realizgirin mecanismul standard al limbajului+€.
Desi aceste fungi apatin domeniului global, ele nu pot fi invocate de iaic
datoriti obiectelor de tipnod<E>, obiecte accesibile doar din domeniul clasei
| i sta<E>. Aceasi manieti de Tncapsulare nu este complet siguteoarece, chiar
dad nu putem manipula obiecte de thiwd<E>, totusi putem lucra cu adrese de
nod<kE>. De exemplu, funita

void f( ) {
nmergesort( (nod<int> *)0 );

“trece” de compilare, dar efectele ei la rulareagramului sunt imprevizibile.

Prezema fungiilor de sortare nt abl ou<T> si | i sta<E> (de faptsi Th nod<E>)
impune completarea claseldrsi E cu operatorul de comparare Orice tentatid
de a defini (atetie, de adefini si nu de asorta) obiecte de tipt abl ou<T> sau
| i sta<E> este semnalatca eroare de compilare, datipurile T sauE nu au
definit acest operator. Sittia apare, deoarece generarea unei clase parametrice
implica generarea tuturor funidor membre. Deci, chiar ddcnu invoam funcgia
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de sortare pentru tiput abl ou<T>, ea este toti generai, iar generarea ei
necesi operatorul de comparare al tipulti

De exemplu, pentru a putea lucra cu liste de muydhist a<muchi e>, sau tablouri
de tablouri,tabl ou< tabl ou<T> >, vom implementa operatorii de comparare
pentru clasawchi e si clasat abl ou<T>. Muchiile sunt comparate Tn fufie de
costul lor, dar cum vom proceda cu tablourile? Qude este de a lucra conform
ordinii lexicografice, adig de a aplica acegiametodi care se aplicla ordonarea
numelor in cartea de telefoane, sau in catalggalar:

tenpl ate <cl ass T>

operator > ( const tablou<T>& a, const tablou<T>& b ) {
/1 mnumul el enmentel or
int as = a.size( ), bs = b.size( );
int n = as < bs? as: bs;

/1 conparam pana la prima diferenta
for (int i =0; i <n; i++)
if (a[ i ] !'=Db[ i ] ) returnal i ] >Db[ i ];

/1 primele n elenmente sunt identice
return as > bs;

Atunci cand operatorii de comparare nu prezimmteres, sau nu pot fi defitj Ti
putem implementa ca furcinefective. Astfel, dag avem nevoie de un tablou de
liste sau de o ligt de liste asupraacora nu vom aplica opetia de sortare, va
trebui € definim operatorii inefectivi:

tenpl ate <cl ass E>
operator >( const |ista<E>& const lista<BE>& ) {
return 1;

}

in concluzie, extinderea claselombl ou<T> si | i sta<E> cu fundgiile de sortare
nu menine compatibilitatea acestor clasaffale aplicaiile dezvoltate paimacum.
OricAnd este posibil ca recompilarea unei aplicnh care se utilizeaz de
exemplu, tablouri sau liste cu elemente de X XB etc, & devirdi un camar,
deoarece, chiar damu are nici un sens, trebuieé sompletim fiecare clas XA, XB
etc, cu operatorul de comparare

Programarea orientatpe obiect se foloste tocmai pentru a evita astfel de
situgii, nu pentru a le genera.
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7.4.2 Tablouri sortabilesi liste sortabile

Sortarea este o opeia care completedzfacilitatile claseitabl ou<T>, fira a
exclude utilizarea acestei clase pentru tabloursomtabile. Din acest motiv,
functiile de sortare nu pot fi fund membre in clasaabl ou<T>.

O soluie posibik de incapsulare a sarti este de a construi, prin derivare
publica din t abl ou<T>, subtipult abl ouSort abi | <T>, care & conina tot ceea ce
este necesar pentru sortare. Mecanismului standierdconversie, de la tipul
derivat public la tipul de bdz permite ca unt abl ouSort abil <T> si poat fi
folosit oricaAnd in locul unui abl ou<T>.

In continuare, vom prezenta o alariant de incapsulare, mai pua clasid, prin
care atributul “sortabil” este considerat doar Tmmentul invodarii functiei de
sortatre, nu apriori, prin definirea obiectului ‘tsortabil”.

Sortarea se invacprin fungia

tenpl ate <cl ass T>

t abl ou<T>& nergesort( tablou<T>& t ) {
( tnmsoOrt<T> )t;
return t;

}

care const in conversia tablouluit la tipul tnsort<T>. Clasatnsort<T>
incapsuleaz absolut toate detaliile sarii. Fiind vorba de sortarea prin
interclasare, detaliile de implementare sunt césbidite Tn Sedunea 7.4.1.

tenpl ate <class T>
class tnsort {
public:

tnsort( tabl ou<T>& );

private:
T *a; // adresa zonei de sortat
T *x; // zona auxiliara de intercl asare

void nergesort( int, int );

H

Sortarea, de fapt transformarea tablouldintr-un tablou sortat, este realizgtrin
constructorul
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tenpl ate <cl ass T>
tnsort<T>::tnsort( tablou<T>&t ): a( t.a ) {

X =new T[ t.size( ) ]; /1 al ocarea zonei de interclasare
nmergesort( O, t.size( ) ); // sortarea
delete [ ] x; /'l eliberarea zonei al ocate

Dupa cum se obsedy in acest constructor se folgse membrul privatT *a
(adresa zonei alocate elementelor tabloului) dimsal abl ou<T>. lati de ce, in
clasat abl ou<T> trebuie ficuta o modificare (singura dealtfel): clasasort <T>
trebuie declaratf ri end.

Fungia mer gesort () este practic neschimbat

tenpl ate <class T>

void tnsort<T>::nmergesort( int st, int dr ) {
...
/1 corpul functiei void nergesort( int, int, T* )
/] din Sectiunea 7.4.1.
/1

}

Pentru sortarea listelor se proced&amalog, transformand implementarea din
Segiunea 7.4.1 Tn cea de mai jos.

tenpl ate <cl ass E>

lista<E>& nergesort( lista<BE>& | ) {
( Imsort<eE> )I;
return |;

}

tenpl ate <cl ass E>
class Insort {
public:

Imsort( lista<BE>& );

private:
nod<E>* nergesort( nod<BE>* );
nod<E>* nerge( nod<BE>*, nod<BE>* );

H

tenpl ate <cl ass E>
I msort<E>::Inmsort( lista<BE>& | ) {
if (1.head)
| . head = nergesort( |.head );
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tenpl ate <cl ass E>

nod<E>* | nmsort<E>::nmergesort ( nod<E> *c ) {
...
/] corpul functiei nod<BE>* nergesort( nod<E>* )
/1 din Sectiunea 7.4.1.
11

}

tenpl ate <cl ass E>

nod<E>* | msort<E>::nmerge( nod<E> *a, nod<E> *b ) {
...
/1 corpul functiei nod<BE>* nerge( nod<BE>*, nod<BE>* )
/] din Sectiunea 7.4.1.
11

}

Nu uitati de declarda friend! Clasal nsort <E> folosete membrii priva atat
din clasalista<E>, catsi din clasanod<E>, deci trebuie declaratfriend in
ambele.

7.5 Quicksort (sortarea rapid a)

Algoritmul de sortarequicksort inventat de Hoare in 1962, se bazeate
asemenea pe principiul divide et impera. Spre deiwsede mergesort partea
nerecursid a algoritmului este dedicatconstruirii subcazurilogi nu combiririi
solutiilor lor.

Ca prim pas, algoritmul alege un elemaritvot din tabloul care trebuie sortat.
Tabloul este apoi patibnat in dod subtablouri, algtuite de-o partei de alta a
acestui pivot Tn uritorul mod: elementele mai mari decat pivotul sunttate in
dreapta pivotului, iar celelalte elemente sunt rmaitan stanga pivotului. Acest
mod de partionare este numipivotare In continuare, cele dausubtablouri sunt
sortate Tn mod independent prin apeluri recursileeadgoritmului. Rezultatul este
tabloul complet sortat; nu mai este necésaici o interclasare. Pentru a echilibra
marimea celor doé subtablouri care se ob la fiecare partionare, ar fi ideal &
alegem ca pivot elementul median. Intuitmedianaunui tablouT este elementul
m din T, astfel Tncat nu@rul elementelor dinT mai mici decatm este egal cu
numarul celor mai mari decam (o defintie riguroad a medianei unui tablou este
dati in Seciunea 7.6). Din pcate, dsirea medianei nece8itmai mult timp decéat
meriti. De aceea, putem puwi simplu s folosim ca pivot primul element al
tabloului. lati cum arai acest algoritm:
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procedure quicksor{T[i .. j])
{sorteaz Tn ordine cresitoare tabloulT[i .. j]}
if j—i este mic
then inserfT[i ..j])
else  pivot(T[i ..jI, D
{dupi pivotare, avem:
i<sk<l = TIK =Tl
I <k<j = T[k] > T[]}
quicksor(T[i .. 1-1])
quicksor(T[I+1 ..j])

Mai ramane d& concepem un algoritm de pivotare cu timp liniaaye ¢ parcurgi
tabloul T o singui dati. Putem folosi urritoarea tehni& de pivotare: parcurgem
tabloul T o singué dati, pornind ing din ambele capete. Incetcasi intelegai
cum fungioneaz acest algoritm de pivotare, in cgve= T[i] este elementul pivot:

procedure pivot(T[i .. j], I)
{permuti elementele dinT[i .. j] astfel incét, in final,

elementele uilfi .. [-1] sunt< p,
T[] =p,

iar elementele IuT[l+1 ..j] sunt >p}
p — Ti]
Kk «i;l «j+1

repeat k — k+1 until T[K] >por k=
repeat | — I-1 until T[] <p
whilek < do
interschimia T[k] si T[I]
repeat k — k+1 until T[K] > p
repeat | « I-1 until T[I] <p
{pivotul este mutat in pogia lui finald}
interschimfa T[i] si T[]
Intuitiv, ne cim seama & algoritmul quicksorteste ineficient, dacse Tntamp Tn
mod sistematic ca subcazuriléi .. 1-1] si T[I+1 ..j] si fie puternic neechilibrate.
Ne propunem in continuaré analizim aceast situaie in mod riguros.

Opergia de pivotare necesitun timp in©(n). Fie constantan,, astfel incat, in
cazul cel mai nefavorabil, timpul pentru a sorta n, elemente primuicksortsa
fie

t(n) O ©(n) + max{t(i)+t(n-i-1) | 0<i < n-1}
Folosim metoda indutei constructive pentru a demonstra independe#t c
t 0 O(n?) si t O Q(n?).
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Putem consideraacexisti o constant reak pozitiva c, astfel Tncatt(i) < ci®+c/2
pentru 0<i<n, Prin ipoteza indugei specificate pafal, presupunem I
t(i) < ci®+c/2 pentru orice & i < n. Demonstim ca proprietatea este ad&ati si
pentrun. Avem

t(n) < dn+ ¢ + ¢ max{i®+(n-i-1)°| 0<i < n-1}

d fiind o altdi constani. Expresiai2+(n—i—1)2 si atinge maximul atunci candeste
0 saun-1. Deci,

ttn)<dn+c+ c(n—l)2 =cn’+ c/2 + n(d-2c) + 3c/2

Daci luam c = 2d, obtinem t(n) < cn’+c/2. Am aiitat ci, dad c este suficient de
mare, atunci(n) < cn’+c/2 pentru oricen = 0, adi@, t O O(nz). Analog se aratca
t 0 Q(n?).

Am aratat, totoda, care este cel mai nefavorabil caz: atunci caadidcare nivel
de recursivitate, procedugdvot este apelato singué dati. Dac elementele luil
sunt distincte, cazul cel mai nefavorabil este atuodnd iniial tabloul este
ordonat cresitor sau descredtor, fiecare partionare fiind total neechilibrat
Pentru acest cel mai nefavorabil caz, amtatrci algoritmulquicksortnecesii un

timp Tn @(nz).

Ce se Tntdmpl insi Tn cazul mediu? Intuim faptulic in acest caz, subcazurile
sunt suficient de echilibrate. Pentru a demonstr@aal proprietate, vom dita cG
timpul necesar este Tn ordinul lnilog n, casi in cazul cel mai favorabil.

Presupunemizavem de sortah elemente distinctei ci initial ele pot & apaé cu

probabilitate egdl in oricare din cele! permutri posibile. Opergéa de pivotare
necesid un timp liniar. Apelarea procedurfiivot poate poziona primul element
cu probabilitatea I/ Tn oricare din cele pozitii. Timpul mediu pentruquicksort

verifica relaia

t(n) O ©(n) + 1/nzn:(t(l =D +t(n-1)
I=1

Mai precis, fien, si d dou constante astfel incat pentru orice ny, avem

t(n) < dn+ 1/ni(t(| ~)+t(n-1)) =dn+ 2/nr§t(i)
1=1 i=0

Prin analogie cunergesort este rezonabilaspresupunemat 0 O(n log n) si sa
aplicam tehnica indugei constructive, #utdnd o constaat c, astfel Tncét
t(n) < cnlg n.

Deoarecd Ig i este o funtie nedescresitoare, avem
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n-1 n 2 " 2

Dilgi < j xlgx dx = | > Igx _lge < n_lgn_lg_enz
i=ny+1 = 2 4 2 4

o X=rp+1 x=rp+1

pentrun, = 1.

Tin&nd cont de aceastmargine superioarpentru

n-1

Zi lgi

i=ny+1
putgi demonstra prin induee matemati@ ca t(n)<cnlgn pentru orice
n>n,=1, unde

Ny
c = ﬁ + 4 Zt(i)
lge  (n,+1)?Ige =

Rezulé ca timpul mediu pentruquicksort este TnO(n log n). Pe lang ordinul
timpului, un rol foarte important il are constambaltiplicativa. Practic, constanta
multiplicativa pentru quicksort este mai mig decat pentruheapsort sau
mergesort Dac pentru cazul cel mai nefavorabil se acéeptexectie ceva mai
lentd, atunci, dintre tehnicile de sortare prezentaqejcksort este algoritmul
preferabil.

Pentru a minimizasansa unui timp de exetia Tn Q(nz), putem alege ca pivot
medianasirului T[i], T[(i+j) div 2], T[ j]. Preul platit pentru aceadtmodificare
este 0 goari crestere a constantei multiplicative.

7.6 Selecfia unui element dintr-un tablou

Putem gsi cu wurinta elementul maxim sau minim al unui tabldu Cum putem
determina Tns eficient mediana Iul ? Pentru Tnceput,asdefinim formal mediana
unui tablou.

Un elementm al tablouluiT[1 .. n] este mediana lull, dad si numai dad sunt
verificate urnitoarele doé relaii:

#iO{1, ...,n}| T[i] < m} < [n/2]
#i 01, ...,n}| T[i] <m} =[n/2]

Aceast definitie tine cont de faptul £ n poate fi par sau impai ci elementele
din T pot € nu fie distincte. Prima retge este mai gor de Tneles dag obserdm
ca
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#{i0{1, ...,n}| Tlil<m}=n-#{i O0{1, ..., n}| T[i] =2 m}
Condtia
#i 01, ...,n}| T[i] <m} < [n/2]
este deci echivaleatcu condiia
#iO{1, ...,n} | T[i]=m}>n-n2]=Ln/2]

Algoritmul “naiv” pentru determinarea medianei |iconst in a sorta crestor
tabloul si a extrage apoi elementul din pdai[n/2]. Folosind mergesort de
exemplu, acest algoritm necesitn timp Th©(n log n). Putem gsi o metod mai
eficienti? Pentru a@spunde la aceasfintrebare, vom considera o problgmai
generai.

Fie T un tablou den elementesi fie k un Tntreg, 1< k< n. Problema selegei
consh in gasirea celui de-ak-lea cel mai mic element al Idi, adici a elementul
m pentru care avem:

#iO{1, ....,n} | T[i] <m}< Kk
#{iO0{1, ...,n} | T[i] <m} =2k

Cu alte cuvinte, este at-lea element inT, dad tabloul este sortat in ordine
cresdtoare. De exemplu, mediana ITiieste al[n/2]-lea cel mai mic element al
lui T. Deoarecd n/2] =[(n+1)/2] = (n+1) div 2, mediana luiT este totodait al
((n+1) div 2)-lea cel mai mic element al Ui

Urmatorul algoritm, Tn@ nu pe deplin specificat, rezalvproblema selatei
intr-un mod similar cuquicksortdarsi cu binsearch

function selectiofT[1 .. n], k)
{gaseste alk-lea cel mai mic element al Ij;
se presupuneicl < k < n}
if n este micthen sorteaz T
return T[k]
p « un element pivot dif[1 .. n]
u— #iO{1, ..., n}| T[i] < p}
v« #{i0{1, ..., n}| T[] < p}
if u=kthen
array U[1 .. u]
U ~ elementele dif mai mici decap
{cel de-alk-lea cel mai mic element al ITi este
si cel de-alk-lea cel mai mic element al W}
return selection(U, k)
if v=kthen {am gasit!} returnp
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{situatia cAndu < k si v <k}

array V[1 .. n—v]

V ~ elementele dim mai mari decap

{cel de-alk-lea cel mai mic element al |Ti este
si cel de-al k-v)-lea cel mai mic element al |}

return selectiorfV, k-v)

Care element diT sa fie ales ca pivot? O alegere natdraste mediana IuT,
astfel incatU si V sia fie de miirimi cat mai apropiate (chiar dacel mult unul din
aceste subtablouri va fi folosit Tntr-un apel resiuj. Daa Tn algoritmulselection
alegerea pivotului se face prin atribuirea

p — selectiodT, (n+1) div 2)
ajungem n& la un cerc vicios.

Sa analizim algoritmul de mai sus, presupunand, pentru intepgl gisirea
medianei este o opeiia elementat. Din definitia medianei, rezuitci u <[n/2]

si v2[n/2]. Ohbtinem atunci relda n—v<|n/2]. Daci existi un apel recursiv,
atunci tablourileU si V conin fiecare cel multn/2] elemente. Restul opeidor
necesii un timp in ordinul luin. Fiet(n) timpul necesar acestei metode, in cazul
cel mai nefavorabil, pentru aigi al k-lea cel mai mic element al unui tablou de
elemente. Avem

t_(n) O O(n) + maxit, (i) |i <Ln/2J}
De aici se deduce (Exetail 7.17) i t, O O(n).

Ce facem in® daa trebuie 4 tinem contsi de timpul pentru gsirea pivotului?
Putem proceda ca in cazquicksortului si sa renuntam la media#i, alegand ca
pivot primul element al tabloului. Algoritmwudelectionastfel precizat are timpul
pentru cazul mediu Tn ordinul exact al I Pentru cazul cel mai nefavorabil, se

obtine Tngi un timp Tn ordinul luin®.

Putem evita acest caz cel mai nefavorabil cu tiniprgiic, fird sa sacrificam
comportarea liniar pentru cazul mediu. ldeea est& gasim rapid o aproximare
buni pentru mediai Presupunénd = 5, vom determina pivotul prin atribuirea

p — pseudome()
unde algoritmulpseudomeatste:

function pseudome(r[1 .. n])
{gdseste 0 aproximare a medianei ITi}
S — ndiv5
array g1 .. 9]
fori « 1tosdo §i] « adhocme8(T[5i-4 .. 5])
return selectiorfS, (s+1) div 2)
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Algoritmul adhocme# este elaborat special pentru @asigmediana a exact cinci
elemente. $notim cd adhocmed necesit un timp inO(1).

Fie m aproximarea medianei tabloulul, gasita prin algoritmul pseudomed
Deoarecan este mediana tabloul, avem

#i0{1, ..., | Si] <m} =[s/2]
Fiecare element di$ este mediana a cinci elemente dinin consecim, pentru
fiecarei, astfel TncatS[i] < m, exis#@i iy, i,, i3 Intre 5-4 si 5i, astfel ca
Tli,] < T[i,] < T[ig] = il <m
Deci,
#{i0{1, ...,n}| T[i] <m} = I s/2] = JLn/5/2]
=3[ (n-4)/51/21 = 3 (n-4)/10] = (3n-12)/10
Similar, din relaia
#i0{1, ...,s}| Si] <m} <[s/2]
care este echivalentu
#i0{1, .., | Si] =2m} >|s/2]
deducem
#{i 0 {1, ..., n}| T[i] = m} > 3[n/5L/2]
=3 n/10] = 3 (n-9)/10] = (3n-27)/10
Deci,

#{i O{1, ..., n}| T[i] < m} < (7n+27)/10

In concluzie,m aproximeaz mediana IuiT, fiind al k-lea cel mai mic element al
lui T, undek este aproximativ intrer810 si 7n/10. O interpretare graficne va
ajuta @ intelegem mai bine aceste rdla Sa ne imagiam elementele IuiT
dispuse pe cinci linii, cu posibila excép a cel mult patru elemente (Figura 7.1).
Presupunemifiecare din celén/5] coloane este ordonanedescresior, de sus
in jos. De asemenea, presupuneiinia din mijloc (corespunitoare tablouluiS
din algoritm) este ordonatnedescresitor, de la stdnga la dreapta. Elementul
subliniat corespunde atunci medianei Bjideci luim. Elementele din interiorul
dreptunghiului sunt mai mici sau egale ou Dreptunghiul cotine aproximativ
3/5 din junitatea elementelor Iuf, deci in jur de B/10 elemente.
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Presupunand afolosim “p — pseudome()”, adici pivotul este pseudomediana,
fie t(n) timpul necesar algoritmulwselection Tn cazul cel mai nefavorabil, pentru
a gisi alk-lea cel mai mic element al unui tablou delemente. Din inegalitile

#{i 0 {1, ..., n} | T[i] £m} = (3n-12)/10
#{i O {1, ..., n} | T[i] < m} < (7n+27)/10

rezulti ca, pentrun suficient de mare, tablourild si V au cel mult 8/4 elemente
fiecare. Deducem refea

t(n) O O(n) + t(Ln/5]) + max{t(i) |i < 3n/4} Q)
Vom arita it 0 ©(n). S4 considedim funaiaf: N - R" definita prin recurem

f(n) = f(Ln/5J) + f(L3n/4l) + n

pentrun OO N. Prin indugie constructid, putem demonstraacexisti constanta
reakh pozitiva a astfel Tncatf(n) < an pentru oricen O N. Deci, f 0 O(n). Pe de
alta parte, exist constanta realpozitiva c, astfel Tncatt(n) < cf(n) pentru orice

nON". Este adesrata atuncisi relatia t 0 O(n). Deoarece orice algoritm care
rezohva problema selggei are timpul de exeaie in Q(n), rezulé t O Q(n), deci,

t O O(n).

Generalizdnd, vom Tncercai s@aproxinim mediana nu numai prin Tragire la
cinci, ci prin Tmgrtire la un Tntregq oarecare, 1 g <n. Din nou, pentrun
suficient de mare, tablouril® si V au cel mult 8/4 elemente fiecare. Rala (*)
devine

t(n) 0 O(n) + t(Ln/ql) + max{t(i) |i < 3n/4} (**)

Daci 1/q + 3/4 < 1, adié@ daa numirul de elemente asuprdrora opereax cele
doui apeluri recursive din (**) este Tn &tere, deducem, intr-un mod similar cu
situgia cdnd q=5, @& timpul este tot liniar. Deoarece pentru oriecg= 5
inegalitatea precedenteste verificai, ramane deschisproblema alegerii unudg
pentru care sobtinem o constamtmultiplicativa cat mai mia.

Figura 7.1 Vizualizarea pseudomedianei.
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In particular, putem determina mediana unui tabloutimp liniar, atat pentru
cazul mediu cati pentru cazul cel mai nefavorabil. faade algoritmul “naiv”, al
carui timp este Tn ordinul lun log n, imburiitatirea este substaimla.

7.7 O problem a de criptologie

Alice si Bob doresc & comunice anumite secrete prin telefon. Convorbirea
telefonici poate fi Tna ascultai si de Eva. In prealabil, Alicgi Bob nu au stabilit
nici un protocol de codificarei pot face acum acest lucru doar prin telefon. Eva
va asculta Tnssi ea modul de codificare. Problema este cuntemunice Alicesi
Bob, astfel incat Evaasnu poai descifra codul, cu toateicva cunoate si ea
protocolul de codificare

Pentru Tnceput, Alicgi Bob convin Th mod deschis asupra unui intpegu cateva
sute de cifresi asupra unui alt Tntreg Tntre 2si p—1. Securitatea secretului nu
este compromisprin faptul @ Eva afk aceste numere.

La pasul doi, Alicesi Bob aleg la Tntimplare cate un intrég respectivB, mai
mici decat p, fara sa-si comunice aceste numere. Apoi, Alice calculeaz
a=gA mod p si transmite rezultatul lui Bob; similar, Bob trangm lui Alice
valoareab = gB mod p. In final, Alice calculea x = b* mod p, iar Bob calculeaz

y = a® mod p. Vor ajunge la acekrezultat, deoarecg =y = gAB mod p. Aceasi
valoare este deci cunosdutle Alice si Bob, dar Eméne necunoscatlui Eva.
Evident, nici Alicesi nici Bob nu pot controla direct care va fi aceastloare.
Deci ei nu pot folosi acest protocol pentru a sdhanin mod direct un anumit
mesaj. Valoarea rezultat poate fi Tnd cheia unui sistem criptografic
convenional.

Interceptand convorbirea telefodlicEva va putea cunete in final urnitoarele
numere:p, g, a si b. Pentru a-l deduce pe ea trebuie & giseasé un TntregA’,
astfel Tncéta:gA' mod p si si procedeze apoi ca Alice pentru a-l calcula pe
x' = b* mod p. Se poate dta (Exerciiul 7.21) & x' = x, deci @ Eva poate calcula
astfel corect secretul lui Alicg Bob.

Calcularea IuiA' din p, g si a este cunoscétcaproblema logaritmului discreti
poate fi realizat de urndtorul algoritm.

" O primi soluie a acestei probleme a fostallt 1976 de W. Diffigi M. E. Hellman. Tntre timp s-
au mai propusi alte protocoale.
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function dlog(g, a, p)
A-0Ok<1
repeat
A« A+l
k « kg
until (a=kmod p) or (A=p)
return A

Daci logaritmul nu exist, functia dlog va returna valoarep. De exemplu, nu

existi un intregA, astfel incat 3 ="2mod 7. Algoritmul de mai sus este s
extrem de ineficient. Da@icp este un nud@r prim impar, atunci este nevoie in
medie dep/2 repeiri ale bucleirepeat pentru a ajunge la sale (presupunandic
aceasta exig). Daa pentru efecuarea unei bucle este necesamicrosecundl,
atunci timpul de exegie al algoritmului poate fi mai mare decéat varsta
Pamantului! lar aceasta se intamipthiarsi pentru un nurr zecimalp cu doar 24
de cifre.

Cu toate & exist si algoritmi mai rapizi pentru calcularea logaritmil discrei,
nici unul nu este suficient de eficient diag este un nuir prim cu cateva sute de
cifre. Pe de alt parte, nu se cungte péari in prezent un alt mod de a-| e pex
din p, g, asi b, decét prin calcularea logaritmului discret.

Desigur, Alicesi Bob trebuie 8 poat calcula rapid exponeierile de forma
a= gA mod p, caci altfel ar fisi ei pusi in situgia Evei. Urniitorul algoritm pentru
calcularea exponeierii nu este cu nimic mai subtil sau eficient decél pentru
logaritmul discret.

function dexpd. (g, A, p)
a-1
fori « 1toAdoa ~ ag
return a mod p

Faptul @ x y zmod p = ((x y mod p) z) mod p pentru oricex, y, zZ si p, ne permite
si evitim memorarea unor numere extrem de mari.ti@dm astfel o prir
Tmburatatire:

function dexp@(g, A, p)
a-~1
fori « 1toAdoa ~ agmod p
return a

Din fericire pentru Alicesi Bob, exist un algoritm eficient pentru calcularea
exponetnierii si care folosete reprezentarea binam lui A. Sa consideim pentru
nceput urntorul exemplu

X = ((%)°)*)*
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L-am ohltinut deci pex25 prin doar doa Tnmutkiri si patru ridicari la patrat. Daé
n expresia

x*% = (((¥)*1)%1)°x
fnlocuim fiecarex cu un 1si fiecare 1 cu un 0, ainem secvera 11001, adit

reprezentarea binara lui 25. Formula precedeﬁn'qoentrux25 are aceadtforma,

deoarecex®® = x>, x** = (xlz)2 etc. Rezult un algoritm divide et impera n care
se testeazin mod recursiv dacexponentul curent este par sau impar.

function dexpdg, A, p)
if A= Othenreturn 1
if A este imparthen a — dexpdg, A-1, p)
return (ag mod p)
else a — dexpdg, A/2,p)
return (aa mod p)

Fie h(A) numirul de inmutiri modulo p efectuate atunci cand se calculgaz
dexpdg, A, p), inclusiv ridicarea la ftrat. Atunci,

0 pentrh = 0
h(A) =41+h(A-1]) pentruA impar
1+h(A/ 2 altfel

Daca M(p) este limita superiodra timpului necesar Tnmttii modulo p a doud
numere naturale mai mici decpt atunci calcularea ludexpdg, A, p) necesii un
timp Tn O(M(p) h(A)). Mai mult, se poate demonstrai ctimpul este 1in
O(M(p) log A), ceea ce este rezonabil. Galn cazul @utarii binare, algoritmul
dexpo este mai curand un exemplu de simplificare decéttehni@ divide et
impera.

Vom Tntelege mai bine acest algoritm, daconsidedm si o versiune iterati¥ a
lui.

function dexpoitef (g, A, p)
c—0;a~1

{fie A A_;... A reprezentarea binam lui A}
for i — kdownto Odo

C~ 2

a < aamodp

if A =1then c~c+1

a < agmodp
return a

Fiecare iterde folosete una din identitile
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g°° mod p = (g°)* mod p

2c+1l

g**** mod p = g(g°)* mod p
in funaie de valoarea IuiA; (daci este 0, respectiv 1). La skiul pasuluii,

valoarea luic, Tn reprezentare binareste A A._;... A . Reprezentrea binara lui

A este parcuisde la stdnga spre dreapta, invers ca la algorithedlpao Variabila
¢ a fost introdus doar pentru a telege mai bine cum fugioneaz algoritmul si
putem, desigur,ao eliminam.

Daca parcurgem reprezentarea bifiar lui A de la dreapta spre stangatiolem un
alt algoritm iterativ la fel de interesant.

function dexpoite2(g, A, p)
n-Ay-ga-l
whilen > 0do
if n este impathen a -« ay mod p

y < yymod p
n — ndiv 2
return a

Pentru a compara agé trei algoritmi, vom considera uritorul exemplu.
Algoritmul dexpoil calculeaz pe x*° sub forma (((1x)2x)2x)2x, cusapte Tnmutiri;
algoritmul dexpoited sub forma (((1x)2x)2x)2x, cu opt inmutiri; iar dexpoitel
sub forma Ix x*x*x®, tot cu opt Tnmuiri (ultima din acestea fiind pentru
calcularea inutd a lui x16).

Se poate observaicnici unul din aceti algoritmi nu minimizeaZz numirul de
nmultiri efectuate. De exemplx'® poate fi obinut prinsase Tnmuiiri, sub forma

((sz)zx)zx_ Mai mult, x*° poate fi obinut prin doar cinci inmulri (Exercitiul
7.22).

7.8 Inmul firea matricilor

Pentru matricileA si B de n x n elemente, dorim & obtinem matricea produs
C = AB. Algoritmul clasic provine direct din defina inmutkirii a doud matrici si
necesit n* nmultiri si (n—1)n2 aduriri scalare. Timpul necesar pentru calcularea
matricii C este deci Tn@(ns). Problema pe care ne-o punem esiegssim un
algoritm de Tnmuire matriciak al cirui timp s fie intr-un ordin mai mic decéat
n’. Pe de alt parte, este cIarécQ(nz) este o limii inferioal pentru orice
algoritm de inmuire matriciak, deoarece trebuie Tn mod necesarpsrcurgem

celen? elemente ale IuC.
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Strategia divide et impera suger@éaan alt mod de calcul a matriciC. Vom
presupune in continuaréi © este o putere a lui doi. Partinam peA si B Tn céate
patru submatrici d@/2 x n/2 elemente fiecare. Matricea proddsse poate calcula
conform formulei pentru produsul matricilor dex2 elemente:

(All AlzJ(Bn Bl2jz[cll C12]
A1 Agp) B By Ca Cxp
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unde

Cp1 = AiBygt AppByy Ci= A1Bit ApBoyp

Co1 = ApiBiit ApBy  Cop= ApBid ApBo
Pentrun = 2, Tnmutirile si aduririle din relgiile de mai sus sunt scalare; pentru
n > 2, aceste opetia sunt intre matrici de/2 x n/2 elemente. Opete de adunare

matriciaki este cea clasic In schimb, pentru fiecare inntire matriciak, aplicim
recursiv aceste pattonari, parm cand ajungem la submatrici dex2 elemente.

Pentru a otine matriceaC, este nevoie de opt inmtiri si patru adutiri de matrici
de n/2 x n/2 elemente. Dol matrici den/2 x n/2 elemente se pot aduna intr-un
timp Tn O(nz). Timpul total pentru algoritmul divide et imperazultat este

t(n) O 8t(n/2) + ©(n?)

Definim fungia

1 pentrn=1
f(n)= 2
8f(n/2)+n pentrun# 1

Din Proprietatea 5.2 rezudltca fDe(nS). Procedand ca in Sggnea 5.1.2,
deducem gt 0 O(f) = G)(n3), ceea ce Tnsearaircd nu am cétigat Tnc nimic fata

de metoda clasic

In timp ce inmufirea matricilor necesit un timp cubic, adunarea matricilor
necesii doar un timp ptratic. Este, deci, de dorit ca Tn formulele pentru
calcularea submatricilo€ sa folosim mai pdine Tnmutiri, chiar daé prin aceasta
marim numirul de adu#ri. Este Tnd acest lucrusi posibil? Rispunsul este
afirmativ. In 1969, Strassen a descoperit o0 me&tdd calculare a submatricilor
Cj, care utilizeaZ 7 Tnmultiri si 18 adurri si scaderi. Pentru Tnceput, se

calculeaz sapte matrici den/2 x n/2 elemente:

(A1 = A (Byyt+ By)
(Az= Ao (Bt By

P = (A1t Ao (Bt By
Q = (At A)By

R = Ai(By- By

S = A(Bi- B

T = (A1t A) By

U

\Y
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Este yor de verificat @ matricea produ€ se ohine astfel:
C,;=P+S-T+V G=R T
=Q+S C,= P+ R G U

Timpul total pentru noul algoritm divide et impeeate
t(n) O 7t(n/2) + ©(n?)

si Tn mod similar deducem éctDO(nIgj 7). Deoarece Ig 7 < 2,81, rezaltca

tQo O(n2'81). Algoritmul lui Strassen este deci mai eficiergcdt algoritmul clasic
de Tnmutire matriciah.

Metoda lui Strassen nu este uflic-a demonstraticexisti exact 36 de moduri
diferite de calcul a submatricilo€;, fiecare din aceste metode utilizand 7

I]’
Tnmultiri.

Limita O(n2’81) poate fisi mai mult redu8 dad& gasim un algoritm de Tnmuke a

matricilor de 2x 2 elemente cu mai piun de sapte Thmufiri. S-a demonstrat ras
cd acest lucru nu este posibil. O @alhetodi este de a &pi algoritmi mai eficieri

pentru Tnmufirea matricilor de dimensiuni mai mari decatx2 si de a
descompune recursiv péna nivelul acestor submatrici. Datotitconstantelor
multiplicative implicate, exceptand algoritmul [&trassen, nici unul din agté

algoritmi nu are o valoare pracficemnificati.

Pe calculator, s-a putut observa pentrun = 40, algoritmul lui Strassen este mai
eficient decéat metoda clagic In schimb, algoritmul lui Strassen folose
memorie suplimentar

Poate @ este momentul & ne intrelim de unde provine acest interes pentru
fnmultirea matricilor. Importata acestor algoritmideriva din faptul & operaii
frecvente cu matrici (cum ar fi inversarea sau uhltdeterminantului) se bazeaz
pe tnmutiri de matrici. Astfel, dag notim cuf (n) timpul necesar pentru a Tnmul
dowi matrici denx n elementesi cu g(n) timpul necesar pentru a inversa o

matrice nesinguld@rden x n elemente, se poateaa c f 0 ©(Qg).

7.9 Inmul firea numerelor intregi mari

Pentru anumite aplica, trebuie 4 consideim numere intregi foarte mari. Dac
ati implementat algoritmii pentru generarea numerdlgrFibonacci, probabil &

" S-au propusi metode comPIet diferite. Astfel, D. Coppersmitls. Winograd au &sit in 1987 un
algoritm cu timpul |rO(n
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v-ati confruntat deja cu acedsprobleni. Acelsi lucru s-a intdmplat in 1987,
atunci cand s-au calculat primele 134 de milioarecidre ale luitt. Tn criptologie,
numerele Tntregi mari sunt de asemenea extrem dertante (am &zut acest
lucru in Sedunea 7.7). Opetdle aritmetice cu operanzi intregi foarte mari nu
mai pot fi efectuate direct prin hardware, deci mai putem presupune, ca @n
acum, @& operaiile necesif un timp constant. Reprezentarea operanzilor in
virgula flotanta ar duce la aproxidri nedorite. Suntem nevpi deci @
implementm prin software opetéle aritmetice respective.

in cele ce urmeaz vom da un algoritm divide et impera pentru infirela
intregilor foarte mari. Fiel si v doi Tntregi foarte mari, fiecare decifre zecimale

(convenim & spunem & un ntregk arej cifre daé k < 10, chiar dag k < 10j_1).
Daci s =|.n/2], reprezentm peu si v astfel:

u=10w+x, v=10y+z unde kx<10°,5 0<z<10°

< n >

Y y z

<t TInr2l—4> < lns2l —=>

intregii w si y au catd n/2] cifre, iar intregiix si z au catd n/2] cifre. Din relaia
uv = 10°wy + 10%(wz+xy) + Xz

obtinem urmitorul algoritm divide et impera pentru Tnnmiuea a dod numere
intregi mari.

function inmukire(u, v)
n — cel mai mic intreg astfel incéitsi v si aiba fiecaren cifre
if n este micthen calculeaZ Tn mod clasic produsuwv

return produsuluv astfel calculat
s « ndiv 2

w < udivi10’; x < umod 10°

y < vdiv10’; z < vmod 10°

return Tnmulire(w, y) x 10°°
+ (Inmukire(w, 2)+inmutire(x, y)) x 10°
+ Tnmulkire(x, 2)
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Presupunand a folosim reprezentarea din Exeticil 7.28, Tnmutirile sau
Tmpartirile cu 107 si 10° casi adunirile, sunt executate Tntr-un timp liniar.
Acelasi lucru este atunci adévat si pentru restul Tmjrtirii intregi, deoarece

umod 10°=u- 10w, vmod 10°=v-10"y

Notim cu t, (n) timpul necesar acestui algoritm, in cazul cel maifavorabil,
pentru a inmul doi intregi den cifre. Avem

ty(n) O 3ty (ni2]) + t (Ln/2]) + o(n)
Daca n este o putere a lui 2, aceaselaie devine
ty (n) O 4t, (n/2) + ©(n)

Folosind Proprietatea 5.2, phem relaia t, O e(nz). (Se obser¥ ca am reintalnit

un exemplu din Sgwnea 5.3.5). Inmuirea clasi@ necesii insi tot un timp
patratic (Exerctiul 5.29). Nu am cgftigat astfel nimic; dimpotri¥, am reyit sa
marim constanta multiplicatis

Ideea care ne va ajuta am mai folosit-o la metadaStrassen (Senea 7.8).
Deoarece Tnmuirea intregilor mari este mult mai lentlecat adunarea, incam

si reducem nurrul Tnmutirilor, chiar da& prin aceasta #rim numarul
aduririlor. Adica, incer@am si calcubm wy, wz+xy si xz prin mai puin de patru
nmultiri. Considerand produsul

r = (W+x)(y+z) = wy + (wzt+xy) + xz
obserdm ci putem Tnlocui ultima linie din algoritm cu

r — tnmulk(w+x, y+2)
p « inmul(w, y); g « Tnmuk(x, 2)
return 10%p + 10%(r-p-q) + q

Fie t(n) timpul necesar algoritmului modificat pentru aniulti doi Tntregi, fiecare
cu cel multn cifre. Tinand cont & w+x si y+z pot avea cel mult 4 n/2] cifre,
obtinem

t(n) O t(Ln/2]) + t( /2y + t(1+ n/2T) + O(n)
Prin defintie, fungia t este nedescrestare. Deci,
t(n) O 3t(1+ n/21) + O(n)
NotandT(n) = t(n+2) si presupunandn este o putere a lui 2, gdhem
T(n) O 3T(n/2) + O(n)
Prin metoda iterdei (ca Tn Exerdiul 7.24), putei arata G

TO O(nIg 3 | n este o putere a lui 2)
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Sau, mai elegant, puieajunge la acelg rezultat aplicand o schimbare de
variabila (o recurem aseninitoare a fost discutatin Sec¢iunea 5.3.5). Deci,

tO O(nIgj 3 | n este o putere a lui 2)

Tindnd din nou cont £t este nedescrestare, aplidm Proprietatea 5.i
obtinemt O O(n'® 3).

In concluzie, este posibilasinmulkim doi intregi den cifre Tntr-un timp n
O(nIgj 3), decisi n O(nl'59). Casi la metoda lui Strassen, dataritonstantelor
multiplicative implicate, acest algoritm este irgeant Tn practic doar pentru
valori mari ale luin. O implementare bunnu va folosi probabil baza 10, ci baza
cea mai mare pentru care hardware-ul permite ca deifre” sa fie Tnmutite
direct.

7.10 Exerci fii
7.1 Demonstra ca procedurabinsearchse termif intr-un nunar finit de pai
(nu cicleaa).

Indicatie: Aratati ca binred(T[i ..]j], X) este apeldt Intotdeauna cu <j si ca
binre(T[i .. ]], x) apeleaZ binrec(T[u .. v], X) intotdeauna astfel incéat

v—u < j=i
7.2 Se poate inlocui Tn algoritmiterbinl:
i) “k < (i+j+1)div 2" cu “k ~ (i+j) div 2"?

i) “i < K'cu“i < k+17?
i) “] < k=1"cuj < k2

7.3 Observai ca buclawhile din algoritmulinsert (Segiunea 1.3) folosge o
cautare secvetiala (de la coad la cap). 8 Tnlocuim aceadt cautare secvetiala
cu o cutare binai. Pentru cazul cel mai nefavorabil, ajungem oarenmaca
timpul pentru sortarea prin ingég s fie in ordinul luin log n?

7.4 Aratati ca timpul pentruiterbin2 este in®(1), ©(log n), ©(log n) pentru
cazurile cel mai favorabil, medigi respectiv, cel mai nefavorabil.

7.5 Fie T[1 .. n] un tablou ordonat crestor de intregi difeti, unii putand fi
negativi. Dai un algoritm cu timpul inO(log n) pentru cazul cel mai nefavorabil,
care giseste un indexi, 1<i <n, cuT[i] =i, presupuné&ndicacest index exist
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7.6 Radacina patrata intreagi a lui n O N este prin defirtie acelpON

pentru carep < Jn < p+1. Presupunandacnu avem o funge radical, elabon& un
algoritm care 1l gseste pep intr-un timp TnO(log n).

Solutie: Se apeleazpatrat(0, n+1, n), patrat fiind functia

function patrat(a, b, n)
if a=b-1thenreturna
m « (a+b) div 2
if M <n then patrat(m, b, n)
else patrat(a, m, n)

7.7 Fie tablourile U[1 ..N] si V[1..M], ordonate crestor. Elabora un
algoritm cu timpul de execie in ©(N+M), care & interclaseze cele dauablouri.
Rezultatul va fi trecut in tablodl[1 .. N+M].

Solutie: lata o prima variant a acestui algoritm:

ij, k<1
whilei < Nandj<Mdo
if U[i] <V[j] then T[k] « UJi]
i< i+l
else T[K] < V[j]
j <+l
k « k+1
ifi>N thenfor h « jtoMdo
T[k] < V[h]
k « k+1
elsefor h « itoNdo
T[K] ~ U[h]
k « k+1

Se poate ofine un algoritmsi mai simplu, da& se presupuneacavem acces la
locatiile U[N+1] si V[M+1], pe care le vom imializa cu o valoare maximalsi le
vom folosi ca “santinele”:
i,j «1
U[N+1], V[M+1] « +co
for k « 1to N+M do
if U[i] <V[j] then T[k] « UJ[i]
i< i+l
else T[K] <« V[j]
j <+l
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Mai ramane & analizai eficienta celor doi algoritmi.

7.8 Modificati algoritmul mergesortastfel Tncafl si fie separat nu in dau ci
n trei pirti de marimi cat mai apropiate. Analizaalgoritmul olyinut.

7.9 Ariatati cad, daa Tn algoritmulmergesortsepaim peT Tn tabloulU, avand
n-1 elemente,si tabloul V, avdnd un singur element, tbbem un algoritm de
sortare cu timpul de exetig in @(nz). Acest nou algoritm seami cu unul dintre
algoritmii deja cunosai. Cu care anume?

7.10 latasi o alta procedudl de pivotare:

procedure pivotL(T[i ..j], )
p  TIi]
| i
for k « i+1toj do
if Tkl <p then | « I+1
interschimb T[k] si T[I]
interschimfa T[i] si T[]

Argumentai de ce procedura este cor&cgi analizgi eficienta ei. Comparga
numirul maxim de interschimiyi din procedurile pivot si pivotl. Este oare
rentabil ca Tn algoritmulguicksort si Tnlocuim procedurapivot cu procedura
pivotl?

7.11  Argumentai de ce un apefunny-sor{T[1 ..n]) al urmatorului algoritm
sortea? corect elementele tablouldil .. n].

procedure funny-sor{T[i .. j])
if T[i] > T[ j] then interschimMa T[i] si T[ j]
ifi <j-lthen k ~ (j-i+1)div 3
funny-sor{T[i .. j—K])
funny-sor{T[i+k .. |])
funny-sor{T[i .. j—K])

Este oare acest simpatic algoritimeficient?

7.12 Este un lucru elementara sgisim un algoritm care deterninminimul
dintre elementele unui tablod[1 .. n] si utilizeaz pentru aceasta—-1 compardéi
intre elemente ale tabloului. Mai mult, orice algor care determid prin
comparaii minimul elementelor dinT efectueaz in mod necesar cel pan n-1
comparaii. In anumite aplicgi, este nevoie & gisim atat minimul casi maximul
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dintr-o mukime de n elemente. ldat un algoritm care determinminimul si
maximul dintre elementele tabloult@ifl .. n]:

procedure fmaxmirl(T[1 .. n], max min)
max min « T[1]
fori « 2tondo
if max< T[i] then max — T[i]
if min>T[i] then min —~ TJ[i]

Acest algoritm efectue@z2(n-1) compargi intre elemente ale Iull. Folosind
tehnica divide et impera, elabaraun algoritm care & determine minimulsi
maximul dintre elementele lul prin mai puin de 2f-1) compardi. Putei
presupune £n este o putere a lui 2.

Solutie: Un apelfmaxmir2(T[1 .. n], max min) al urmitorului algoritm diseste
minimul si maximul cerute

procedure fmaxmir2(T[i .. j], max min)

case i =j:max min « T[i]
i =j=-1:if T[i] <T[j] then max T[|]
min « TJ[i]
else max « TJ[i]
min « T[ j]

otherwise: m ~ (i+j) div 2
fmaxmir2(T[i .. m], smax smin)
fmaxmir2(T[m+1 .. j], dmax dmin)
max — maximsmax dmay
min — minim(smin, dmin)
Funaiile maximsi minim determiri, prin cite o singdr comparae, maximul,
respectiv minimul, a dauelemente.

Putem deduceacatatfmaxmirl, catsi fmaxmir2 necesit un timp Th©(n) pentru a
gasi minimul si maximul intr-un tablou den elemente. Constanta multiplicaliv
asocial timpului in cele do#@ cazuri difed Tnsa. Notdnd cuC(n) numarul de

comparaii Tntre elemente ale tabloulul efectuate de procedurmaxmir?,

obtinem recureta

0 pentrun= 1
C(n) =41 pentrun= 2
C(n/2ly+ o n/2l)+2 pentrun >2

Conside#m n = 2 si folosim metoda itergaei:

C(n):ZC(n/2)+2:...:2<_1(12+§2: 1y -2 3 2 2

i=1
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Algoritmul fmaxmir2 necesit cu 25% mai ptine compardi decatfmaxmirl. Se
poate afta ci nici un algoritm bazat pe compaiianu poate folosi mai ptin de
3n/2-2 compardi. In acest senmaxmir2 este, deci, optim.

Este procedurémaxmir? mai eficient si in practi@a? Nu in mod necesar. Analiza
ar trebui 4 considerssi numarul de compargai asupra indicilor de tablou, precum
si timpul necesar pentru rezolvarea apelurilor restwe Tn fmaxmir2. De
asemenea, ar trebud £unogtem si cu cat este mai costisitoare o compaade
elemente ale Iul, decat o compatee de indici (adid, de Tntregi).

7.13  In ce const similaritatea algoritmuluselectioncu algoritmuli) quicksort
si ii) binsearct?

7.14  Generaliza procedura pivot, parttiondnd tabloul T in trei segiuni
T[1 ..i-1], T[i ..j], T[j+1 ..n], contindnd elementele luil mai mici decéatp,
egale cup si respectiv, mai mari decép. Valorile i si j vor fi calculate in
procedura de pivotarg vor fi returnate prin aceasprocedud.

7.15 Folosind ca model versiunea iterativa ciutirii binare si rezultatul
Exercitiului 7.14, elaborgd un algoritm nerecursiv pentru problema seieic

7.16  Analizati urmatoarea variarit a algoritmuluiquicksort

procedure quicksort-modificafT[1 .. n])
if n=2and T[2] < T[1]
then interschimla T[1] si T[2]
elseif n> 2then
p — selectiodT, (n+1) div 2)
arraysU[1 .. (n+1) div 2], V[1 ..ndiv 2]
U « elementele difT mai mici decap
si, iIn completare, elemente egale gu
V « elementele dil mai mari decap
si, Tn completare, elemente egale gu
guicksort-modificafU)
quicksort-modificgv)

7.17 Dac presupunem x gisirea medianei este o opé@rm elementaf, am
vazut a timpul pentruselection Tn cazul cel mai nefavorabil, este

t_(n) O O(n) + max{t, (i) |i <Ln/2]}

Demonstra ca t, O O(n).
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Solutie: Fien,si d dous constante astfel incat pentnu> n, avem
t () <dn+max{t_ (i) |i <Ln/2]}

Putem considera icexist constanta redl pozitivi ¢ astfel Tncatt, (i) < ci+c,

pentru O<i<n, Prin ipoteza indugei specificate paial presupunem &
t(i) < ci+c, pentru orice & i <n. Atunci

t.,(n) < dn+c+cln/2] = cn+c+dn-c n/2] < cn+c

deoarece putemisalegem constanta suficient de mare, astfel incaltn/2] > dn.
Am aratat deci prin indugie ci, daci ¢ este suficient de mare, aturtgin) < cn+c,

pentru oricen = 0. Adici, t,, 0 O(n).

7.18  Aratati ca luand ‘p — T[1]” in algoritmul selectionsi considerand cazul
cel mai nefavorabil, determinarea celui dekalea cel mai mic element al lui

T[1 .. n] necesit un timp de exedte Tn O(nz).

719 Fie U[l1..n si V[1..n doua tablouri de elemente ordonate
nedescresitor. Elabora un algoritm care & giseasd mediana celor 2 elemente
intr-un timp de exedie Tn O(log n).

720 Un element x este majoritar in tabloul T[1..n], dad
#{i | T[i] = x} > Ln/2]. Elaborai un algoritm liniar care & determine elementul
majoritar inT (daa un astfel de element exigt

7.21  Sa presupunemxEva a gsit unA' pentru care
a=gA'modp=gAmodp
si ca existi un B, astfel incab = g® mod p. Aratati ca
x':bA'modp:bAmodp:x

chiar da@ A" # A.

7.22  Aritati cum poate fi calculax®® prin doar cinci inmuiri (inclusiv ridicari
la patrat).

Solutie: x*° = (((x*)*)? )"
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7.23  Gasiti un algoritm divide et impera pentru a calcula temmen oarecare
din sirul lui Fibonacci. Fologi proprietatea din Exerdul 1.7. Va ajutda aceasta la
intelegerea algoritmuluib3 din Segiunea 1.6.4?

Indicatie: Din Exerciiul 1.7, deducemzf = m&%Y, undem$ ™ este elementul
de pe ultima liniesi ultima coload ale matriciiM "1 Rimane & elaborai un

algoritm similar cudexpo pentru a afla matricea putemd "! Dagi, in loc de
dexpq folositi ca model algoritmutexpoite®, okineti algoritmul fib3.

7.24  Demonstra cid algoritmul lui Strassen necesitun timp fin O(nIg 7),
folosind de aceastdati metoda itergei.

Solutie: Fie doud constante pozitivex si c, astfel Tncat timpul pentru algoritmul
lui Strassen este

t(n) < 7t(n/2) + cn?
pentrun > 2, iart(n) < a pentrun < 2. Olginem

t(n) < cn?(L+7/4+(7/4Y+...+(7/4)?) + a7*?

IN

cn?(7/4)Y9" + a7'9"

IN

— CnIg 4+lg 7-1g 4 + anlg 7 0 O(nlg 7)

7.25 Cum ai modifica algoritmul lui Strassen pentru a Tnmuhatrici den x n
elemente, unde nu este o putere a lui doi? #&ati ca timpul algoritmului rezultat

este tot TnO(n'® 7).

Indicatie: Tl majoram pe n pani la cea mai mig putere a lui 2, completand
corespunitor matricileA si B cu elemente nule.

7.26  Sa presupunemiavem o primitii grafici box(x, y, r), care deseneaan
patrat 2 x 2r centrat in X, y), stergdnd zona din interior. Care este desenul
realizat prin apeluktar(a, b, ¢), undestar este algoritmul

procedure star(x, y, r)
if r >0then star(x-r, y+r, r div 2)
star(x+r, y+r, r div 2)
star(x-r, y-r, r div 2)
star(x+r, y—-r, r div 2)
box(x, y, r)

Care este rezultatul, dadox(x, y, r) apare Tnaintea celor patru apeluri recursive?
Aratati ca timpul de exectie pentru un apedtar(a, b, c) este Tn@(cz).
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7.27 Demonstra cd pentru orice Tntregim si n sunt adedrate urnitoarele
proprietti:

i) dac msi nsunt pare, atunci cmmdn( n) = 2cmmdc(n/2, n/2)

ii) daci meste impasi n este par, atunci cmmdn( n) = cmmdcn, n/2)

iii) dad msi n sunt impare, atunci cmmdo( n) = cmmdc((m—-n)/2, n)

Pe majoritatea calculatoarelor, opgile de sadere, testare a paiiii unui intreg
si impartire la doi sunt mai rapide decéat calcularea restahapartirii Tntregi.

Elaborai un algoritm divide et impera pentru a calcula eehi mare divizor
comun a doi intregi, evitand calcularea restuluipdmirii Tntregi. Folosti

proprietitile de mai sus.

7.28  Gasiti o structud de date adecvat pentru a reprezenta numere intregi
mari pe calculator. Pentru un intreg owifre zecimale, nuirul de bii folositi
trebuie ¢ fie n ordinul luin. Tnmultireasi impartirea cu o putere pozitiva lui 10
(sau ali baz, daa preferai) trebuie 4 poat fi efectuate Tntr-un timp liniar.
Adunareasi sciderea a doiinumere den, respectivm cifre trebuie § poat fi
efectuate Tntr-un timp 1®(n+m). Permitei numerelor § fie si negative.

7.29 Fieusi v doi Tntregi mari cwn, respectivm cifre. Presupunéndacfolositi
structura de date din Exetuil 7.28, a#tati ca algoritmul de Tnmuire clasi@ (si
cel “a la russe”) a luu cuv necesit un timp Tn®©(nm).



8. Algoritmi de
programare dinamica

8.1 Trei principii fundamentale ale program  arii
dinamice

Programarea dinami€, ca si metoda divide et impera, rezdlvproblemele
combinédnd soltiile subproblemelor. Dup cum am vzut, algoritmii divide et
impera partiioneaz problemele 1in subprobleme independente, rexzolv
subproblemele Tn mod recursiv, iar apoi conibsoluiile lor pentru a rezolva
problema iniiala. Daci subproblemele cgm subsubprobleme comune, in locul
metodei divide et impera este mai avantajos de caplitehnica prograamii
dinamice.

Si analizim Tnsi pentru Tnceput ce se TntAmipdu un algoritm divide et impera in
aceast din urmi situgie. Descompunerea recurgia cazurilor in subcazuri ale
aceleigi probleme, care sunt apoi rezolvate in mod indelgemn, poate duce
uneori la calcularea de mai multe ori a aceduisubcaz,si deci, la o eficier
scizuta a algoritmului. & ne amintim, de exemplu, de algoritmdibl din
Capitolul 1. Sau, scalcuim coeficientul binomial

n-1 n-1
( J+[ j pentru O0<k<n
(nj_ k- k

K 1 altfel

n mod direct:

function C(n, k)
if k=0ork=n then return1
else returnC(n-1, k-1) + C(n-1, k)

Multe din valorile C(i,j), i <n, j<k, sunt calculate Th mod repetat (vezi

n
Exerctiul 2.5). Deoarece rezultatul final estetiut prin adunarea {kj de 1,

n
rezulta ca timpul de exectie pentru un apeC(n, k) este TnQ((k] ).

185
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Daci memo#&m rezultatele intermediare intr-un tablou de forma

0 1 2 ... k1 Kk
0|1

1 1

211 2 1

e ()
: o

(acesta este desigur triunghiul lui Pascal)timdm un algoritm mai eficient. De
fapt, este suficientismemo#m un vector de lungimg, reprezentand linia curent
din triunghiul lui Pascal, pe carei-$ reactualizm de la dreapta la stanga. Noul
algoritm necesit un timp TnO(nk). Pe aceastidee se bazedzi algoritmul fib2
(Capitolul 1). Am ajuns astfel Igorimul principiu de baz al progranirii

dinamice: evitarea calcilii de mai multe ori a acelusasubcaz, prin memorarea
rezultatelor intermediare.

Putem spune & metoda divide et impera operéade sus Tn jos(top-down,
descompunénd un caz in subcazuri din ce Tn ce nicii e care le rezobvapoi
separat. Aldoilea principiufundamental al prograinii dinamice este faptulaea
opereaz de jos in sugbottom-up. Se porngte de obicei de la cele mai mici
subcazuri. Combinand saile lor, se ohin soluii pentru subcazuri din ce Tn ce
mai mari, pid se ajunge, in final, la saiia cazului intial.

Programarea dinamiceste folosit de obicei in probleme de optimizare. In acest
context, conform celui de-ateilea principiu fundamental, programarea dinamic
este utilizal pentru a optimiza o problencare satisfac@rincipiul optimalitizii:
intr-o secvetid optima de decizii sau alegeri, fiecare subseatenebuie 4 fie de
asemenea optiin Cu toate & pare evident, acest principiu nu este intotdeauna
valabil si aceasta se TntAmplatunci cand subsecveie nu sunt independente,
adica atunci cand optimizarea unei secwyenintra in conflict cu optimizarea
celorlalte subsecvea.

Pe lang programarea dinami¢ o posibih metodi de rezolvare a unei probleme
care satisface principiul optimadiii estesi tehnica greedy. In Se¢icinea 8.6 vom
ilustra comparativ aceste dbtehnici.
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Casi Tn cazul algoritmilor greedy, sofia optind nu este Tn mod necesar ukic
Dezvoltarea unui algoritm de programare dinamipoate fi descriz de
urmatoarea succesiune degpa

e se caracterizedazstructura unei solii optime
« se defingte recursiv valoarea unei soiuoptime
» se calculeaz de jos Tn sus valoarea unei s@ilwptime

Daca pe lang valoarea unei sofii optime se dorgte si solutia propriu-zig,
atunci se mai efectueazrmatorul pas:

« din informaiile calculate se construgee de sus in jos o sale optimi

Acest pas se rezaodvin mod natural printr-un algoritm recursiv, cafe@ueaz o
parcurgere Tn sens invers a segeenoptime de decizii calculate anterior prin
algoritmul de programare dinaniic

8.2 O competi fie

In acest prim exemplu de programare dinamic ne vom concentra pe principiul
optimalitatii, ci pe structura de contrali pe ordinea rezolwrii subcazurilor. Din
aceast cauz, problema consideratin aceast segiune nu va fi o probleeghde
optimizare.

Sé ne imagiam o competiie in care doi jugtori A si B joaca o serie de cel mult
2n-1 partide, cétigator fiind jucatorul care acumuledz primul n victorii.
Presupunemznu exist partide egale, &rezultatele partidelor sunt independente
intre elesi ca pentru orice parti@l existi o probabilitatep constani ca ¢ céstige
jucatorul A si o probabilitateq = 1-p ca % céstige jucatorul B.

Ne propunem % calcubm P(i,j), probabilitatea ca judorul A si céstige
compettia, dat fiind & mai are nevoie deé victorii si ca juciatorul B mai are
nevoie dg victorii pentru a cétiga. In particular, la inceputul compgéi aceast
probabilitate est&(n, n), deoarece fiecare jator are nevoie da victorii. Pentru
1<i<n, avemP(0,i) =1 si P(i, 0) = 0. Probabilitated(0, 0) este nedefinit
Pentrui, j = 1, putem calcul#(i, j) dupi formula:

P(i, j) = pP(i-1,j) + qP(i, j-1)
algoritmul corespunitor fiind:

function P(i, j)
if i = Othen return 1
if j = Othen return O
return pP(i-1,j) + qP(i, j-1)



188 Algoritmi de programare dinamica Capitolul 8

P(,j) incék partide de jucat
P (i-1,j) P(,j-1) incék-1 partide de juc
P (i-2,j) P (i-1,j-1) P (i-1,j—-2) ncék-2 partide de juc

Figura 8.1 Apelurile recursive efectuate dupn apel al fungei P(i, j).

Fie t(k) timpul necesar, Tn cazul cel mai nefavorabil, fpena calcula
probabilitateaP(i, j), undek =i+j.

Avem:
t(l)<a
t(k) < 2t(k-1)+c, k>1

a si c fiind dou constante. Prin metoda iteia, obtinem t O O(2k), iar daa

i =j=n, atuncit 0 O(4"). Daci urmarim modul Tn care sunt generate apelurile
recursive (Figura 8.1), obseiw ca este identic cu cel pentru calculul ineficient al
coeficiertilor binomiali:

C(i+j, J) = C((i-1)+, ) + C(i+(j-1),j-1)

Din Exerciiul 8.1 rezult ca numirul total de apeluri recursive este
i+
2( ,J] -2
]

2
Timpul de exectie pentru un apelP(n, n) este deci Trﬂ(( n]). Tin&nd contsi de
n

Exerciiul 8.3, ohkinem a timpul pentru calculul Iui P(n,n) este 1in

0(4") n Q(4"/n). Aceasta Tnseaninca, pentru valori mari ale lun, algoritmul
este ineficient.

Pentru a Tmbuatati algoritmul, vom proceda ca in cazul triunghiullui Pascal.
Tabloul Tn care memé@m rezultatele intermediare nu il vom completa,ajngie
cu linie, ci pe diagonal ProbabilitateaP(n, n) poate fi calculat printr-un apel
serign, p) al algoritmului
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function serig(n, p)
array P[0..n, 0..n]
q«< 1-p
for s « 1tondo
P[0,s] « 1;P[s,0] -« O
for k « 1tos-1do
Pk, s=k] < pP[k-1, s—k] + gP[k, s—k-1]
fors - 1tondo
for k « Oto n-sdo
P[s+k, n—K] < pP[st+k-1, n—k] + qP[s+k, n—k-1]
return P[n, n]

Deoarece Tn eseh se completeaz un tablou den x n elemente, timpul de
execudie pentru un apekerig(n, p) este Tn@(nz). Cassi Tn cazul coeficietilor

binomiali, nu este nevoieasmemo&m fintregul tablouP. Este suficient &
memotm diagonala cureatdin P, intr-un vector den elemente.

8.3 Inmul firea Tnl &ntuit & a matricilor

Ne propunem&calcuim produsul matricial
M=M, M, ..M

n

Deoarece Tnmtirea matricilor este asocialiy putem opera aceste Thmiuil Tn

mai multe moduri. Tnainte de a considera un exempiuobserdm ci inmulirea
clasici a unei matrici deg x q elemente cu o matrice dgx r elemente necesgit
pgr inmuliri scalare.

Daci dorim & obtinem produsulABCD al matricilor A de 13x 5, B de 5x 89, C
de 89x 3 si D de 3x 34 elemente, in funie de ordinea efectmii inmultirilor
matriciale (dai prin paranteze), nufnul total de Tnmuiiri scalare poate asfie
foarte diferit:

(((AB)C)D) 10582 fnmuiri
((AB)(CD)) 54201 Tnmuliri
((A(BC))D) 2856  Tnmuliri
(A((BC)D)) 4055  fnmuliri
(A(B(CD))) 26418 Tnmuliri

Cea mai eficiert metodi este de aproape 19 ori mai rapidiecat cea mai
ineficienta. In concluzie, ordinea de efectuare a Tntinilbr matriciale poate avea
un impact dramatic asupra eficien
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In general, vom spuneiain produs de matrici estomplet parantezatdac este:

i) o singud matrice, sauii) produsul a dodi produse de matrici complet
parantezate, Tnconjurat de paranteze. Pentru alaffaod direct care este ordinea
optima de efectuare a Tnmuililor matriciale, ar trebui & parantezm expresia lui
M Tn toate modurile posibilei si calcuim de fiecare datcare este nu#mul de
fnmultiri scalare necesare.

Sa notam cuT(n) numarul de moduri Tn care se poate paranteza complgirodus

de n matrici. Si presupunemadecidem 8 facem prima “dieturd” intre ai-asi a
(i+1)-a matrice a produsului

M= (M, M, ... M)(M,, M,, ... M,)

Sunt acumT(i) moduri de a paranteza termenul st&gigT(n—-i) moduri de a
paranteza termenul drept. Deoareicgoate lua orice valoare Tntre i n-1,
obtinem recureta

n-1
T(n) =) T() T(n-1
i=1
cuT(1) = 1. De aici, putem calcula toate valorile T(n). De exemplu,T(5) = 14,
T(10) = 4862, T(15) = 2674440. Valorile luiT(n) sunt cunoscute caumerele
catalane Se poate demonstra ¢

T(n)=1(2n_2j

nin-1

Din Exerciiul 8.3 rezult TUO Q(4”/n2). Deoarece, pentru fiecare mod de
parantezare, opetia de nunirare a Tnmuirilor scalare necesitun timp inQ(n),

determinarea modului optim de a-l calcula Meeste InQ(4"/n). Aceasi metodi
directa este deci foarte neperformang o vom Tmburtati Tn cele ce urmeadiz

Din fericire, principiul optimaliitii se poate aplica la acedésproblenmi. De
exemplu, dag cel mai bun mod de a Tnntultoate matricile presupune prima
taietura intre a i-a si a i+l-a matrice a produsului, atunci subprodusele

M, M, ... M, si M; M, ..M, trebuie si ele calculate intr-un mod optim.

Aceasta ne sugereaza aplicim programarea dinamic

Vom construi tabloulm[1..n, 1..n], unde m[i, j] este nurarul minim de
fnmultiri scalare necesare pentru a calcula parkéaM;,, ... M; a produsului
initial. Soluia problemei infiale va fi dai de m[1, n]. Presupunem & tabloul
d[0 ..n] contine dimensiunile matricilorM,;, astfel incat matriceaVl; este de

dimensiuned[i-1] x d[i], 1 <i £ n. Construim tabloum diagonai cu diagonai:

diagonala s conine elementelem[i, j] pentru carej-i =s. Obtinem astfel
succesiunea
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s=0 :m[i,i]=0, i=1,2,..,n
s=1 : m[i, i+1] =d[i-1] d[i] d[i+1], =1, 2, ...,n-1
l<s<n : mli,i+s] = min (M[i, k] + m[k+1,i+s] + d[i-1] d[Kk] d[i+s]),
i<k<i+s
i=1,2,..,n-s

A treia situaie reprezini faptul a, pentru a calculav; M;,; ... M;,,, Tnceré@m

toate posibiligtile

i+s?

(M; My oo M) (Mg Miyp - Miy0)

si 0 alegem pe cea optin pentrui < k <i+s. A doua situde este de fapt o
particularizare a celei de-a treia sitilacu s= 1.

Pentru matricileA, B, C, D, din exemplul precedent, avem
d= (13, 5, 89, 3, 34)

Pentrus =1, gisim m[1, 2] = 5785,m[2, 3] = 1335,m[3, 4] = 9078. Pentri = 2,
obtinem

m[1, 3] = min(m[1, 1] + m[2, 3] + 13x5x3, m[1, 2] + m[3, 3] + 13x89x3)
min(1530, 9256) = 1530

m[2, 4] = minMm[2, 2] + m[3, 4] + 5x89x34, m[2, 3] + m[4, 4] + 5x3x34)
min(24208, 1845) = 1845

Pentrus = 3,

m[1, 4] = min( {k= 1} m[1, 1]+ m[2, 4] + 13x5%x34,
{k=2} m[1, 2] + m[3, 4] + 13x89x34,
{k =3} m[1, 3] + m[4, 4] + 13x3x34)

min(4055, 54201, 2856) = 2856

Tabloulm este dat in Figura 8.2.

Sa calcubm acum eficiera acestei metode. Pentss 0, suntn-s elemente de
calculat pe diagonala; pentru fiecare, trebuieasalegem Tintres posibilitati
(diferite valori posibile ale luk). Timpul de exectie este atunci Tn ordinul exact
al lui

nz_l(n—s)s: r?z_ls—nz_l §= A( rY/2- OAD(2Ad/ 6=( h H6
s=1 s=1 s=1
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i=1

s=3
2

s=2
3

s=1
4

s=0

Figura 8.2 Exemplu de Tnmuire Tnlantuita a unor matrici.

Timpul de exectie este deci Tr@(ns), ceea ce repreziitun progres remarcabil
fata de metoda exponeiala care verifié toate parantezile posibile.

Prin aceast metodi, 1l putem afla pem[l, n]. Pentru a determingi cum <
calcubm produsulM in cel mai eficient mod, vom mai construi un tablo
r[(1..n,1 ..n], astfel Tncatr[i,j] si contina valoarea luik pentru care este
obtinuta valoarea minira a lui m[i, j]. Urmatorul algoritm construigte tablourile
globalemsir.

procedure minscal(d[O .. n])
fori « 1tondom[i,i] « O
for s « 1ton-1do
fori « 1ton-sdo
m[i, i+s] « +oo
for k < itoi+s-1do
g « m[i, K] + mlk+1, i+s] + d[i-1] d[k] d[i+s]
if q<m[i, i+s] then m[i, i+s] < q
rfi, i+s] « k

ProdusulM poate fi obinut printr-un apeminmatl, n) al algoritmului recursiv

" Problema inmuirii Tnl antuite optime a matricilor poate fi rezolvag prin algoritmi mai eficiefi.
Astfel, T. C. Husi M. R. Shing au propus, (in 198R21984), un algoritm cu timpul de exe®iin
O(n logn).
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function minmati, j)

{returneaz produsul matriciaM; M;,; ... M,
calculat prinm[i, j] Tnmultiri scalare;
se presupuneid <rJ[i, j] <j}

if i =j then return M,

arrays U, V

U < minmadi, r[i, j])

V « minma(r[i, j]+1, )

return produgqU, V)

unde fungia produgU, V) calculeaz Tn mod clasic produsul matricildd si V. Tn
exemplul nostru, produstABCD se va calcula Th mod optim cu 2856 Tnpimil
scalare, corespuiitor paranteirii: ((A(BC))D).

8.4 Tablouri multidimensionale

Implementarea opeti@lor cu matrici si, in particular, a algoritmilor de Tnmle
prezenta Tn Seciunile 7.8 si 8.3 necesi#t, Tn primul rand, clarificarea unor
aspecte legate de utilizarea tablourilor in limb@j€ si C++.

n privinta tablourilor, limbajul G+ nu aduce nimic nou fa de urnitoarele dod
reguli preluate din limbajul C:

* Din punct de vedere sintactic, nonea de tablou multidimensional nu exist
Regula este surpridroare deoarece, Tn mod cert, putem utiliza tablouri
multidimensionale. De exemplint a[2][5] este un tablou multidimensional
(bidimensional) corect definit, avand dolinii si cinci coloane, iara[1][2]
este unul din elementele salg,anume al treilea de pe a doua linie. Acéast
contradigie aparert este generdt de o ambiguitate de limbaj: primt
al2]5] am definit, de fapt, dautablouri de céte cinci elemente. Altfel spus,
a este un tablou de tablousi, ca o prini consecimi, rezul& ci numarul
dimensiunilor unui “tablou multidimensional” estelimitat. O alt consecim
este chiar modalitatea de memorare a elementelga. dum este normal, cele
doui tablouri (de cate cinci elemente) dim sunt memorate Tntr-o zéan
continii de memorie, unul dup altul. Deci, elementele tablourilor
bidimensionale sunt memorate pe linii. In generalementele tablourilor
multidimensionale sunt memorate astfel Tncat ullirmdice variaz cel mai
rapid.

< Un identificator de tablou este, Tn aceilaimp, un pointer a &rui valoare este
adresa primului element al tablouluiPrin aceast reguk, tablourile sunt
identificate cu adresele primelor lor elemente. &emplu, identificatorub de
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i
g

Figura 8.3 Structura zonelor de memorie de la adrese$eb.

mai sus (definit cainta[2][5] ) este de tip pointer la un tablou cu cinci
elemente intregi, adicint (*)[5] , iar a[0] si a[l] sunt adrese de intregi,
adica int* . Mai exact, expresia0] este adresa primei linii din matrice (a
primului tablou de cinci elementa) este echivalert cu *(a+0) , iar expresia
a[l] este adresa celei de-a doua linii din matrice €hiicde-al doilea tablou
de cinci elemente), adic*(@a+1) . In final, deducem z a[l]2] este
echivalent cu*(*(a+1)+2) , ceea ce ilustredzechivalena operatorului de
indexaresi a celui de indirectare.

In privinta echivalerei identificatorilor de tablourii a pointerilor, nu mai putem
fi atat de categorici. Bpornim de la urritoarele doa definitii:

inta[2][5];

int*b[2]={
a[0] /ladicab[0]=&a[0]
a[l] /adicab[1]=&a[1]

oo

unde a este un tablou de 25 elemente intregi, iab este un tablou de dau
adrese de fintregi. Structura zonelor de memorielaleadreselea si b este
prezentat in Figura 8.3.

Evaluand expresiab[l][2] , obtinem *(*(b+1)+2) , adia elementula[l]2] ,
element adresaft prin expresia echivaleat*(*(a+1)+2) . Se obser¥ ca valoarea
pointerului *(b+1) este memoratin al doilea element dib (de adre# b+1), in
timp ce valoarea*a+l) , tot de tip pointer laint , nu este memorat fiind
substituit direct cu adresa celei de-a doua linii @ginPentru sceptici, programul
urmator ilustreaz aceste afirmgi.
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#include <iostream.h>

main() {
inta[2][5];
int*b[2]={a[0],a[1]}

cout<<(a+1l)<<''<<*(a+1)<<'\n}
cout<<(b+1)<<''<<*(b+1)<<n}

return 1;

}

Tratarea diferif a expresiilor echivalentgb+l) si *(atl) se datoreazfaptului
ci identificatorii de tablouri nu sunt de tip pointeci de tip pointer constant.
Valoarea lor nu poate fi modificat deoarece este o constamezultati in urma
compilarii programului. Astfel, da& definim

char x[ ] = "algoritm";
char *y ="eficient";

atuncix este adresa unei zone de memorie cargicertextul “algoritm”, iary
este adresa unei zone de memorie caraigeradresairului “eficient”.

Expresiile x[1] , *(x+1) si expresiiley[l] , *(y+1) sunt corecte, valoarea lor
fiind al doilea caracter disirurile “algoritm” si, respectiv, “eficient”. Tn schimb,
dintre cele do#@ expresii*(++x) si *(++y) , doar a doua este coréctdeoarece
valoarea luix nu poate fi modificat.

Prin introducerea claselogi prin posibilitatea de supraiéiccare a operatorului
[l , echivalema dintre operatorul de indirectatesi cel de indexarg] nu mai este
valabila. Pe baza definiei

int D =8192;
...
tablou<int> x( D );

putem scrie oricand
for (inti=0;i<D;i++)x[i]=1i
dar nusi
for(i=0;i<D;i++)*(x+1i)=1i
deoarece expresiati nu poate fi calculat Cu alte cuvinte, identificatorii de tip

tablou<T> nu mai sunt asimika tipului pointer. Intr-adesr, identificatorul x,
definit catablou<float> x( D) , hu este identificatorul unui tablou predefinit,
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ci al unui tip definit utilizator, tip care, Tntarmitor, are un comportament de
tablou. Dad totusi dorim ca expresid(x+) si fie echivaleni cux] , nu avem
decéat & definim Tn clasaablou<T> operatorul

template <class T>

T* operator +( tablou<T>& t, inti) {
return &t i J;

}

In continuare, ne intrélm daca avem posibilitatea de a defini tablouri
multidimensionale prin clastblou<T> , fara a introduce un tip nou. &punsul
este afirmatiwi avem dod variante de implementare:

+ Orice clag permite definirea unor tablouri de obiecte. In tparlar, pentru
clasatablou<T> , putem scrie

tablou<int> ¢[ 3 ];

ceea ce Tnseaminci c este un tablou de trei elemente de taplou<int>
Initializarea acestor elemente se realizegmin specificarea explicit a
argumentelor constructorilor.

tablou<int> x(5); // un tablou de 5 de elmente
tablou<int> ¢[ 3] = { tablou<int>( x ),
tablou<int>(9)

1

In acest exemplu, primul element setializeaz prin constructorul de copiere,
al doilea prin constructorul cu un singur argumaht (numarul elementelor),
iar al treilea prin constructorul implicit. Tn exgsiac[l]4] , care se refédrla

al cincilea element din cea de-a doua linie, primmperator de indexare folosit
este cel predefinit, iar al doilea este cel supcaicat in clasaablou<T> . Din
pacate, c este Tn cele din urintot un tablou predefinit, avand deci toate
deficiertele menionate in Segunea 4.1. In particular, este imposibil de
verificat corectitudinea primului indice, Tn timpecverificarea celui de-al
doilea poate fi activatselectiv, pentru fiecare linie.

e« O a doua modalitate de implementare a tablouriloultidimensionale
utilizeaz din plin facilitatile claselor parametrice. Prin insttitnea

tablou< tablou<int> > d( 3 );

obiectul d este definit ca un tablou cu trei elemente, fiecalement fiind un
tablou deint .
Problema care apare aici este cuindsmensiodm cele trei tablouri membre,

tablouri inttializate prin constructorul implicit. Nu avem nicimodalitate de a
specifica argumentele constructorilor (¢aTn cazul aloérii tablourilor prin
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operatorulnew), unica posibilitate @amanéand atribuirea explicitsau funcia de
modificare a dimensiunii (redimensionare).

tablou<int> x( 25);
tablou< tablou<int> > d( 3 );

di0]=x; [/l prima linie se initializea zacu X
d[ 1 ].newsize( 16 ); // a doua linie se redimensio neaza
/I a treia linie nu se modifi ca

Adresarea elementelor tablouldi const in evaluarea expresiilor de genul
d[1][4] , unde operatorii de indexafe sunt, de aceastdati, ambii din clasa
parametrid tablou<T> . In consecim, activarea verifigrilor de indici poate fi
invocat fie prindvOn() , pentru indicele de linie, fie separat in fiecéirae,
prin d[i].vOn() , pentru cel de coloan

In anumite situgdi, tablourile multidimensionale definite prin clasparametrig
tablou<T> au un avantaj important tia de cele predefinite, Tn ceea ce pxite
consumul de memorie. Pentru fixarea ideilord sonsideim tablouri
bidimensionale, adic matrici. Daa liniile unei matrici nu au acega numar de
elemente, atunci:

« In tablourile predefinite, fiecare linie este defime maxin.

+ 1n tablourile bazate pe clagablou<T> , fiecare linie poate fi dimensiornat
corespunitor numirului efectiv de elemente.

O matrice estdriunghiularg, atunci cand doar elementele situate de-o parte a
diagonalei principalesunt efectiv utilizate. In particular, o matriceunghiulas

este inferior triunghiulara, dac foloseste numai elementele de sub diagonala
principak si superior trunghiulat;, in caz contrar. Matricile trunghiulare au deci
nevoie numai de aproximativ juitate din spdul necesar unei matrici ofnuite.

Tablourile bazate pe clasaablou<T> permit implementarea matricilor
triunghiulare Tn sp@ul strict necesar, prin dimensionarea coresptoare a
fiecarei linii. Pentru tablourile predefinite, acest ftuceste posibil doar prin
utilizarea unor artificii de calcul la adresareamkntelor.

8.5 Determinarea celor mai scurte drumuri intr-un
graf

Fie G =<V, M> un graf orientat, undé&/ este mufimea varfurilor si M este
multimea muchiilor. Fiegrei muchii i se asocid@zo lungime nenegatiiv Dorim s
calcuim lungimea celui mai scurt drum intre fiecare p&ede varfuri.

" Diagonala principafi este diagonala care wtecotul din stanga sus cu cel din dreapta jos.
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Vom presupune & varfurile sunt numerotate de la 1 fasi ca matriceal da
lungimea fiedarei muchii: L[i, i] =0, L[i, j] 20 pentrui #j, L[i,]j]=+w daa
muchia {, j) nu exist.

Principiul optimalittii este valabil: daz cel mai scurt drum de lalaj trece prin
varful k, atunci potiunea de drum de lalak, catsi cea de l&k laj, trebuie § fie,
de asemenea, optime.

Construim o matricé care 4 contina lungimea celui mai scurt drum intre fiecare
pereche de varfuri. Algoritmul de programare dineininitializeaz pe D cu L.
Apoi, efectueaZ n iteratii. Dupa iteraia k, D va conine lungimile celor mai
scurte drumuri care folosesc ca varfuri intermediadoar varfurile din
{1, 2, ..., k}. Dupa n iteraii, obtinem rezultatul final. La itetda k, algoritmul
trebuie & verifice, pentru fiecare pereche de varfuirij§, da@a existi sau nu un
drum, trecand prin varfuk, care este mai bun decéat actualul drum optim eeetr
doar prin varfurile din {1, 2, ...k-1}. Fie D, matriceaD dupa iteraia k.
Verificarea necesdéreste atunci:

Dyli, jI = min(Dy_y[i, jI, Dyylis Kl + Dyy[k 1)

unde am Zfcut uz de principiul optimalitii pentru a calcula lungimea celui mai
scurt drum viak. Implicit, am consideratacun drum optim care trece prinu
poate trece de dauwri prink.

Acest algoritm simplu este datorat lui Floyd (1962)

function Floyd(L[1 .. n, 1 ..n])

array D[1 ..n, 1 ..n]
DL
for k « 1tondo

fori « 1tondo

forj « 1tondo
D[i, jl — min(D[i, j], DI[i, k]+D[k, j])

return D
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De exemplu, datavem

0 5 o o
50 0 15 5
DO:L:
30 « 0 15
15 o 5 0
obtinem succesiv

0 5 o o 0 5 20 10
50 0 15 5 50 0 15 5

D, = D, =
30 35 0 1 30 35 0 15
15 20 5 O 15 20 5 O
0 5 20 10 0 5 15 10
45 0 15 5 20 0 10 5

D3: D4:
30 35 0 15 30 35 0 15
15 20 5 O 15 20 5 O

Putgi deduce @& algoritmul lui Floyd necesitun timp Tn@(ns). Un alt mod de a
rezolva aceadtproblend este § aplicim algoritmul Dijkstra (Capitolul 6) den

ori, alegdnd mereu un alt varf sarsSe obine un timp Tnn @(nz), adia tot Tn
e(n3). Algoritmul lui Floyd, datorii simplititii lui, are Tng constanta
multiplicativi mai mia, fiind probabil mai rapid Tn practic Dac folosim
algoritmul Dijkstra-modificat Tn mod similar, obinem un timp total Tn
O(max(mn, n2) log n), undem = #M. Daa graful este rar, atunci este preferakil s

aplicaim algoritmul Dijkstra-modificat de n ori; dac graful este densn(Dnz),
este mai bine&sfolosim algoritmul lui Floyd.

De obicei, dorim & aflaim nu numai lungimea celui mai scurt drum, datraseul
siu. In acest situaie, vom construi o a doua matri€ initializata cu zero. Bucla
cea mai interioar a algoritmului devine

if D[i, k]+D[k, j] < D[i, ] then DIi, ] — D[i, k]+D[k, ]
Pli,jl < k

Cand algoritmul se opsee, P[i, j] va cortine varful din ultima iterge care a
cauzat o modificare TD[i, j]. Pentru a afla prin ce varfuri trece cel mai dcur
drum de lai laj, consulim elementulP[i, j]. Daca P[i, j] = 0, atunci cel mai scurt
drum este chiar muchid,(j). Daa PJi, j] = k, atunci cel mai scurt drum de ida
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Figura 8.4 Un arbore binar deautare.

j trece prink si urmeaz sia consulim recursiv elementel®[i, K] si P[k, j] pentru
a gisi si celelalte varfuri intermediare.

Pentru exemplul precedent setivle

o o » ©
B, O O
o o » b
===

DeoareceP[1, 3] = 4, cel mai scurt drum de la 1 la 3 trecenp4. Deoarece
P[1, 4] = 2, cel mai scurt drum de la 1 la 4 treaéen®2. Rezuli ci cel mai scurt
drumdelalla3este: 1, 2,4, 3.

8.6  Arbori binari optimi de ¢ autare

Un arbore binar in care fiecare varf ¢ime o valoare (numit cheig este un
arbore de @utare, dac cheia fiea@rui varf neterminal este mai mare sau agel
cheile descendeitor sii stdngisi mai mici sau egal cu cheile descendeétor sii
drepi. Daca cheile arborelui sunt distincte, aceste inegailisunt, in mod evident,
stricte.

Figura 8.4 este un exemplu de arbore detare, coninand cheileA, B, C, ..., H.
Varfurile pot conine si alte informaii (in afardi de chei), la careasavem acces
prin intermediul cheilor.

" 1n aceast sediune vom subirelege  toti arborii de @utare sunt binari.
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Figura 8.5 Un alt arbore binar deaatare.

Aceast structud de date este uti] deoarece permite oagtare eficieni a
valorilor Tn arbore (Exertiul 8.10). De asemenea, este posililestualizm un
arbore de gutare (& stergem un varf, 3 modificam valoarea unui varf, saws
adiugam un varf) intr-un mod eficientafa sa distrugem proprietatea de arbore de
cautare.

Cu o mutime dat de chei, se pot construi mai miuarbori de @utare (Figura
8.5).

Pentru a guta o cheieX in arborele de autare, X va fi comparat la Thceput cu
cheia #dacinii arborelui. Dad X este mai mig& decéat cheiaadacinii, atunci se
continui cautarea n subarborele stadng; daX este egal cu cheia #dacinii,
atunci cutarea se incheie cu succes; @d&ceste mai mare decét cheigdicinii,
atunci se continii cautarea in subarborele drept. Se condimpoi recursiv acest
proces.

De exemplu, Tn arborele din Figura 8.4 pute@sigcheiaE prin dow comparaii,
n timp ce acees cheie poate fi gsita in arborele din Figura 8.5 printr-o singur
comparaie. Dad cheile A, B, C, ..., H au aceed probabilitate, atunci pentru a
gasi o cheie oarecare sunt necesare in medie:

(2+3+1+3+2+4+3+4)/8 = 22/8 compaté, pentru arborele din Figura 8.4
(4+3+2+3+1+3+2+3)/8 = 21/8 compaté, pentru arborele din Figura 8.5

Cand cheile sunt echiprobabile, arborele dwitare care minimizedznumarul
mediu de compatd necesare este arborele deéutare de Taltime minimi
(demonstréd acest lucrwsi gasiti o metodi pentru a construi arborele respectiv!).

Vom rezolva Tn continuare o problénmai general. Si presupunem & avem
cheilec, <c, < ... <c, si cd, in tabloulp, p[i] este probabilitatea cu care este
cdutati cheiac;, 1<i <n. Pentru simplificare, vom considera sunt @utate doar

cheile prezente in arbore, ded p[1]+p[2]+...+p[n] = 1. Ne propunemiasgisim
arborele optim de autare pentru cheilec;, c,, ..., ¢,, adicg arborele care

minimizeaz numirul mediu de compata necesare pentru agi o cheie.
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Problema este similarcu cea a #sirii arborelui cu lungimea exte&nponderai
minima (Segiunea 6.3), cu deosebired,cde aceadtdati, trebuie & mentinem
ordinea cheilor. Aceastrestrigie face ca problemaagirii arborelui optim de
cautare 4 fie foarte asemnatoare cu problema inmatii Tnlantuite a matricilor.
in eseni, se poate aplica acalaalgoritm.

Daci o cheiec; se affi intr-un varf de adincimel, atunci sunt necesard +1

comparaii pentru a o gsi. Pentru un arbore dat, ndml mediu de compara
necesare este

2. Alil(d +9

i=1
Dorim si gasim arborele pentru care acest rimmaste minim.

Vom rezolva aceastprobleni prin metoda prograamii dinamice. Prima decizie

consti in a determina cheia, a radicinii. Sa obserdm ci este satigfcut
principiul optimalittii: daci avem un arbore optim pentoy, c,, ..., C, si cu cheia
c, Tn radacina, atunci subarborii® stangsi drept sunt arbori optimi pentru cheile
Cys Cyy wovy Gy, TESPECtiV G q, Cyypy ---, C,. Mai general, intr-un arbore optim
contin&nd celen chei, un subarbore oarecare este la randul gptim pentru o

secvend de chei succesive, C,q, ..., G, i <.

In tabloul C, si notim cu C[i, j] numirul mediu de compata efectuate ntr-un
subarbore care este optim pentru chejle,,, ,..., ¢, atunci cand se caub cheie

1 JY
X1n arborele optim principal. Valoarea
m(i, j] = p[i] + p[i+1] + ... + p[ ]]
este probabilitatea cd si se afle in secveac, ¢, ..., C. Fiec, cheia &dacinii
subarborelui considerat. Atunci, probabilitatea gamirii lui X cu c, estem[i, j],
si avem:
Cli, j1 = m[i, j] + C[i, k-1] + C[k+1, j]
Pentru a otine schema de programare dinaiicimine ¢ obserim ci ¢, (cheia
radacinii subarborelui) este aleasstfel incat

Cl[i, j1 = m[i, j] + min (C[i, k=1]+C[k+1, j]) @)
isk<j
n particular,C[i, i] = p[i] si C[i, i-1] = 0.

Daci dorim & giasim arborele optim pentru cheile, <c, < ... <c; cu
probabilititile
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p[1] = 0,30 p[2] = 0,05 p[3] = 0,08
p[4] = 0,45 p[5] = 0,12
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calcubm pentru Tnceput matricea:

0,30 0,35 0,43 0,88 ,00
0,05 013 058 0,70

m= 0,08 0,53 0,65

0,45 0,57
0,12

Sa notam ca CJi,i] = p[i], 1<i<5. Din relgia (*), calcuim celelalte valori
pentruCli, j]:

C[1, 2] =m[1, 2] + min(C[1, 0]+C[2, 2], C[1, 1]+C][3, 2])
= 0,35+ min(0,05, 0,30) = 0,40

Similar,
C[2, 3] = 0,18 C[3, 4] = 0,61 C[4, 5] = 0,69
Apoi,

C[1, 3] =m[1, 3] + min(C[1, 0]+C[2, 3], C[1, 1]+C[3, 3], C[1, 2]+C[4, 3])
= 0,43+ min(0,18, 0,38, 0,40) = 0,61

C[2, 4] = 0,76 C[3, 5] = 0,85
C[1, 4] = 1,49 C[2, 5] = 1,00

C[1, 5] =m[1, 5] + min(C[1, 0]+C[2, 5], C[1, 1]+C[3, 5], C[1, 2]+C[4, 5],
C[1, 3]+C[5, 5], C[1, 4]+C[6, 5]) = 1,73

Arborele optim necesitdeci Tn medie 1,73 compaiiapentru a gsi o cheie.

In acest algoritm, calcaim valorile C[i, j] Tn primul rand pentruy—i = 1, apoi
pentruj-i = 2 etc. CAng—i = g, avem de calculat—q valori ale IuiC[i, j], fiecare
implicand o alegere intrg+1 posibilititi. Timpul necesareste deci in

n-1
oY (n-a)(gq+1)=6(rr)
a=1

Stim acum cum & calcubm nunirul minim de comparng necesare pentru aigi 0
cheie Tn arborele optim. Maiaméne & construim efectiv arborele optim. In

" Daci tinem cont de mbuititirile propuse de D. E. Knutli{ratat de programarea
calculatoarelor. Sortargi cautare”, Setiunea 6.2.2), acest algoritm de construire a aldyori
optimi de @utare poate fidcut pitratic.
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Figura 8.6 Un arbore optim deautare.

paralel cu tabloulC, vom construi tablout, astfel incar[i, j] sa contina valoarea
lui k pentru care este obutid Tn relaia (*) valoarea minimd a lui C[i, j], unde
i <j. Genedm un arbore binar, conform utitoarei metode recursive:

« radicina este etichetatcu (1,n)

e daa un varf este etichetat cu, (), i <j, atunci fiul $iu stang va fi etichetat cu
(i, r[i, j]-1) si fiul sau drept cu ([i, j]+1,))

e varfurile terminale sunt etichetate cuy i()

Plecand de la acest arbore, arborele detare optim se afne schimbéand
etichetele i j), i <j, Tn Cepi, i1 iar etichetelei( i) inc,.
Pentru exemplul precedent, titem astfel arborele optim din Figura 8.6.

Problema se poate generaliza, acceptahdcasitam si chei care nu se &lin
arbore. Arborele optim deaatare se otine Tn mod similar.

8.7 Arborii binari de ¢ autare ca tip de dat a

Intr-o prima aproximare, arborele binar este un tip deadsimilar tipului list.
Varfurile sunt compuse din informia (cheie)si legituri, iar arborele propiu-zis
este complet precizat prin adresa varfuldidacini. Tn privinta organiarii
memoriei, putem opta fie pentru tablouri paraleda,in Exerdiiul 8.10, fie pentru
alocarea dinamic a elementelor. Alegdnd alocarea dinaimiovom utiliza Tn
intregime modelul oferit de claslasta<E> elaborai in Seciunea 4.3. Astfel,
clasa parametricarbore<E> , cu o structui interma de forma:
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template <class E>
class arbore {
/I ... declaratii friend
public:
arbore() {root=0;n=0;}

/I ... functii membre

private:
varf<E> *root; // adresa varfului radacina
int n; // numarul varfurilor din arbore

I3

are la baz o clas privata varf<E> prin intermediul dreia vom implementa
majoritatea opendéilor efectuate asupra arborilor. Vomiwta € izolam, ori de
cate ori va fi posibil, opetdle direct aplicabile varfurilor, astfel Tncat itfata

dintre cele doa clase & fie foarte clar precizat printr-o serie de “opetd

elementare”.

Nu vom implementa in acedsseciune arbori binari Tn toatgeneralitatea lor, ci
doar arborii de gutare. Obiectivul urrrit Tn prezentarea listelor a fost structura
de date Tn sine, Tmpredincu procedurile generale de manipulare. In cazul
arborelui de gutare, nu mai este necesar astfel de generalitate, deoarece vom
implementa direct opetidle specifice. In mare, aceste opérgot fi Tmpartite n
trei categorii:

e Cautari. Localizarea varfului cu o anuniit cheie, a succesorului sau
predecesorului lui, precumsi a varfurilor cu cheile de valoare maxim
respectiv minin.

* Modificari. Arborele se modifig prin inserarea sagtergerea unor varfuri.

e Organizri. Arborele nu este construit prin inserarea elemint ci global,
stabilind intr-o singur trecere legturile dintre varfuri. Frecvent, organizarea
se face conform unor criterii pentru optimizareaatirilor. Un caz particular al
acestei opendi este reorganizarea arborelui dup perioad suficient de mare
de utilizare. Este vorba de reconstruirea arbor@hti-o structui optima, pe
baza statisticilor de utilizare.

Datorita operaiilor de ciutaresi modificare, elementele de tig trebuie & fie
comparabile prin operatorii uzua#=, !=, >. In finalul Segiunii 7.4.1, am aitat
ca 0 asemenea pretge nu este totdeauna justifiGatDesigur &, in cazul unor
structuri bazate pe refia de ordine, ga cum sunt heap-uli arborele de gutare,
este absolut normal ca elementeiepsat fi comparate.

Principalul punct de interes pentru noi este optamea, conform algoritmului de
programare dinamic Nu vom ignora nici &utirile, nici operaiile de modificare
(tratate Tn Setunea 8.7.2).
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8.7.1 Arborele optim

Vom rezolva problema aerii arborelui optim Tn cel mai simplu caz pogdibdin
punct de vedere al utilizii, dar nusi Tn privinta prograririi): arborele deja
existi si trebuie reorganizat intr-un arbore déutare optim. Avand Tn vedere
specificul diferit al opergilor de organizare fdg de celelalte opeta efectuate
asupra grafurilor, am considerat utii $ncapsudm optimizarea Tntr-o cldispe
care 0 vom numi “structdrpentru optimizarea arborilor” sau, pe scusga.

Clasa s8a este o clas parametri@ privati, asociai clasei arbore<E> .
Funaionalitatea ei conétin:

i) initializarea unui tablou cu adresele varfurilor Tn ioeh cresstoare a
probabilititilor cheilor

ii) stabilirea de noi legfuri intre varfuri astfel incat arborela §e optim.

Principalul motiv pentru care a fost aléaaceast implementare esteiacsunt
necesare doar opaifamodificare a legturilor. Deplasarea unui varf (de exemplu,
pentru sortare) inseammu numai deplasarea cheii, gia informgiei asociate.
Cum fiecare din aceste elemente pot fi oricat deimelasas8a realizeaz o
economie semnificativde timpsi (mai ales) de memorie.

Pentru optimizarea propriu-zis am implementat atat algoritmul de programare
dinamici, catsi pe cel greedy prezentat in Exaial 8.12. Dai algoritmul greedy
nu garanteax ohtinerea arborelui optim, el are tgiuavantajul @ este mai
eficient decét algoritmul de programare dinaindin punct de vedere al timpului
de exectie si al memoriei utilizate. Invocarea optinididi se realizea% din clasa
arbore<E> , prin secvete de genul

arbore<float> af;

/I arborele af se creeaza prin inserarea cheilor
/I arborele af se utilizeaza

/I pe baza probabilitatilor predefinite si actualiz ate
/I prin utilizarea arborelui se invoca optimizarea

af.re_prodin(); // sau af.re_greedy();

unde funciile membrere_greedy()  si re_prodin() sunt definte astfel:

template <class E>
arbore<E>& arbore<E>::re_greedy() {
Il reorganizare prin metoda greedy
s8a<E> opt( root, n );
root = opt.greedy( );
return *this;

}
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template <class E>

arbore<E>& arbore<E>::re_prodin() {

Il reorganziare prin programare dinamica
s8a<E> opt( root, n );
root = opt.prodin( );
return *this;

}

Dupa adaugarea tuturor fundlor si datelor membre necesare implemariit
functiilor greedy() si prodin() , clasas8a are urnitoarea structur

template <class E>

class s8a { /I clasa pentru construirea arborelui optim
friend class arbore<E>;
private:
s8a( varf<E> *root, int nn ): pvarf(n=nn) {
inti=0; /I indice in pvarf
setvarf( i, root ); // setarea elementelor din pvarf
}
[l initializarea tabloului pvarf cu un arbore dej a format
void setvarf( int&, varf<E>*);
varf<eE>* greedy( ) { // "optim" prin algoritmul greedy
return _greedy(0, n);
}
varf<g>* prodin( ) { // optim prin programare di namica

_progDinInit( ); return _progDin( 0, n - 1);

/I functiile prin care se formeaza efectiv arbore le
varf<E>* greedy (int, int);
varf<E>* _progDin (int, int);

void _progDininit(); //initializeaza tabl oul r

/I date membre

tablou<varf<E>*> pvarf; // tabloul adreselor var furilor
int n; /I numarul varfurilor di n arbore
// tabloul indicilor necesar alg. de programare d inamica

tablou< tablou<int> > r;

h
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In stabilirea valorilor tablourilopvarf si r se pot distinge foarte clar cele dou
etape ale execiei constructorului claseis8a, etape metionate Tn Segunea
4.2.1. Este vorba de etapa detializare (implementdit prin lista de infializare a
membrilor) si de etapa de atribuire (implementaprin corpul constructorului).
Lista de intializare asociat constructorului clases8a corntine parametrul necesar
dimensioririi tabloului pvarf  pentru celen elemente ale arborelui. Cum estedins
initializat tabloulr care nu apare n lista de figlizare? In astfel de cazuri, se
invoca automat constructorul implicit (apelabifiri nici un argument) al clasei
respective. Pentru clagablou<T> , constructorul implicit doar inializeaz cu 0
datele membre.

Etapa de atribuire a constructorului classda, implementad prin invocarea
functiei setvarf) , consi Tn parcurgerea arboreluyi memorarea adreselor
varfurilor vizitate in tabloulpvarf . Fundaia setvarf() parcurge pentru fiecare
varf subarborele stdng, apoi memorgaadresa varfului curensi, Tn final,
parcurge subarborele drept. Dupum vom vedea in Exentil 9.1, acest mod de
parcurgere are proprietateaa elementele arborelui sunt parcurse in ordine
cresc@toare. De fapt, este vorba de o metatk sortare simildr quicksortului,
varful radacina avand aceld rol casi elementul pivot dimquicksort

template <class E>
void s8a<E>::setvarf( int& poz, varf<E>* x ) {

if (x) {
setvarf( poz, x->st);
pvarf[ poz++ ] = x;
setvarf( poz, x->dr);

/l anulam toate legaturile elementului x
X->st = x->dr = x->tata = 0;
}
}

In aceast functie, x->st , x->dr si x->tata  sunt legturile varfului curentx citre

fiul stang, dtre cel dreptsi, respectiv, dtre varful tat. in plus faa de aceste
legaturi, obiectele de tipvarf<E> mai conin cheia (informga) propriu-zig si un

camp auxiliar pentru probabilitatea varfului (elem@ui). Tn conseciti, clasa
varf<E> are urnitoarea structur
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template <class E>
class varf {
friend class arbore<E>;
friend class s8a<E>;

private:
varf( const E& v, float f=0): key(Vv)
{st=dr=tata=0;p=f;}

varf<E> *st; // adresa fiului stang
varf<E> *dr; // adresa fiului drept
varf<E> *tata; // adresa varfului tata

E key; // cheia
float p; /I frecventa utilizarii cheii cure nte

h

Implementarea celor ddumetode de optimizare a arborelui urm&gmas cu pas
algoritmul greedysi, respectiv, algoritmul de programare dinamicAmbele
(re)stabilesc legturile dintre varfuri printr-un proces recursiv, qménd fie direct
de la probabiliitile elementelor, fie de la o matrice (matricep construiti pe
baza acestor probabiiii. Fungiile care stabilesc legurile, adia _progDin() ~ si
_greedy() , sunt urnitoarele:

template <class E>

varf<E>* s8a<E>::_greedy(intm, int M) {
/l m si M sunt limitele subsecventei curente
if (m==M) return 0;

/I se determina pozitia k a celei mai frecvente c hei
int k; float pmax = pvarf{ k = m 1->p;
for (inti=m; ++i<M;)

if (pvarf[i]->p > pmax ) pmax = pvarf[ k =i 1>p;

/I se selecteaza adresa varfului de pe pozitia k
varf<E> *actual = pvarf[ k ];

Il se construiesc subarborii din stanga si din de apta
I se initializeaza legatura spre varful tata
if ((actual->st=_greedy(m, k))!=0)
actual->st->tata = actual;
if ((actual->dr=_greedy(k+1,M))!=0)
actual->dr->tata = actual;

Il subarborele curent este gata; se returneaza ad resa lui
return actual;

}
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template <class E>

varf<E>* s8a<E>::_progDin(inti, intj) {
/i sij, i <=j, sunt coordonatele radacinii
/I subarborelui curent in tabloul r
if (1>])returnO;

/] se selecteaza adresa varfului radacina
varf<E> *actual = pvarf[ r[j][1]];

if (1!=]){// daca nu este un varf frunza ..

/I se construiesc subarborii din stanga si din deapta
// se initializeaza legatura spre varful tata
if ( (actual->st = _progDin(i, r[jJ[i] - 1)) 1=0)
actual->st->tata = actual;
if ( (actual->dr = _progDin( r[jJ[i] + 1, j)) 1=0)
actual->dr->tata = actual;
}
// subarborele curent este gata; se returneaza ad resa lui
return actual;
}
Folosind notdile introduse in descrierea algoritmului de optzaie prin
programare dinamig fungia _progDininit() construigte matricear, unde
rillil , 1 <, este indicele Tn tabloupvarf al adresei varfului etichetat cu
(i,j). In acest scop, se fologe o alt matrice C, unde C[i[j , i <j, este
numirul de compargi efectuate Tn subarborele optim al cheilor cuigidi, ..., .
Initial, Ceste completatcu probabilittile cumulate ale cheilor de indici, ..., .

Se obser¥ ci matricile r si C sunt superior triunghiulare. Tafiy pentru
implementare, am preferaé ducraim cu matrici inferior triunghiulare, adiccu
transpusele matricilor si C deoarece adresarea elementelor ar fi fost aitfei
complicat.

template <class E>
void s8a<E>::_progDinlnit() {

inti, j, d;
tablou< tablou<float> > C; // tabloul C este loc al
/I redimensionarea si initializarea tablourilor C Sir

/I ATENTIE! tablourile C si r sunt TRANSPUSE.
r.newsize(n);
C.newsize(n);
for(i=0;i<n;i++){
r[i].newsize(i+1);ri][i]=1i;
Clil.newsize(i+1); C[i][i]=pvarfli 1->p;
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// pentru inceput C este identic cu m
for(d=1;d<n;d++)
for(i=0;(j=i+d)<nji++)
Clillil=Clj-11iT+C[jlljl;

// elementele din C se calculeaza pe diagonale
for(d=1;d<n;d++)
for(i=0;(=i+d)<n;i++){
/l'in calculul minimului dintre CJi][k-1]+C[k +1][j]
/I consideram mai intai cazurile k=i si k=j in care
/I avem CJi][i-1] = 0 si C[j+1][j] =0
int k; float Cmin;
it (CLilli+1]<C[j-1][i])
Cmin=C[j][(k=i)+1];
else
Cmin=C[(k=])-1][i];

/I au mai ramas de testat elementele i+1, ... 1

for (intl=i+1;1<j;++)

if (C[I-1][i]+C[j][l+1]<Cm in)
Cmin=C[(k=D-2][i]+C[]][! +17;

/I minimul si pozitia lui sunt stabilite ...
C[j][i]+= Cmin;
}r[J Ii]=k;

8.7.2 Cautarea in arbore

Principala operge efectuat prin intermediul arborilor binari de aatare este
regisirea informaiei asociate unei anumite chei. Fuiacde Gutaresearch() are
ca argument cheia pe bazareia se va faceautareasi returneas false sautrue,
dupd cum cheia fost regpita, sau nu a fost regita Tn arbore. Candautarea s-a
terminat cu succes, valoarea din arbore a cheiiagiég este returnat prin
intermediul argumentului de tip refetih pentru a permite consultarea
informatiilor asociate.

template <class E>

int arbore<E>::search( E& k) {
varf<E> *x = _search( root, k );
if (Ix) return O; // element absent
X->p++; /I actualizarea frecventei
k = x->key; return 1;

}

Actualizarea probabilitilor cheilor din arbore, dupfiecare operge de cutare,
este ceva mai delicat deoarece impune stabilirea importain evaldirilor
existente Tn raport cu rezultatelautarilor. De fapt, este vorba de un proces de
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fnvitare care pornge de la anumite cuntinte deja acumulate. Problema este de
a stabili gradul de importah al cunatintelor existente Tn raport cu cele nou
dobandite. Tnainte de a prezenta o s@uelementar a acestei probleme,is
obserdm ci algoritmii de optimizare lucredzcu probabilititi, dar numai ca
ponderi. Tn consecid, rezultatul optimiirii nu se schimb, dac in loc de
probabilititi se folosesc frecven absolute.

Fie trei chei ale #&ror probabiliaiti de ciutare au fost estimate il la 0,18, 0,65,
0,17. S presupunem & se dorgte optimizarea arborelui deawgtare asociat
acestor chei, atat pe baza acestor egtintéat si folosind rezultatele a 1000 de
cautiri de instruire terminate cu succe®adi fixam ponderea estifmilor initiale
in raport cu rezultatele instruirii la /52, atunci vom iniializa membrul p
(estimarea probabilitii cheii curente) din classarf<E> cu valorile

0,18x 1000x (5/ 2) = 450
0,65x 1000x (5/ 2) = 1625
0,17x 1000x (5/ 2) = 425

Apoi, la fiecare &utare terminat cu success, membry corespunitor cheii
gasite se incrementedzcu 1. De exemplu, décprima cheie a fostagitda Tn 247
cazuri, a doua Tn 412 cazuii a treia Tn 341 cazuri, atunci valorile Ipifolosite

la optimizarea arborelui vor fi 697, 2037 766. Suma acestor valori este 3500,
valoare care corespunde celor 1000 de Tnoérplus ponderea de 1000
(5/2)=2500 asociat estinarii initiale. Noile probabiliiti, Tnvatate prin
instruire, sunt:

697/ 350000,20
2037/ 350000 0,58
766/ 350000,22

Pentru verificarea rezultatelor de mai sus,refacem calculele, lucr&nd numai cu
probabilititi. Estimarile initiale ale probabilitilor sunt 0,18, 0,65si 0,17. In
urma instruirii, cele trei chei au fostiwtate cu probabiliitile:

247/ 1000= 0,247
412/ 1000= 0,412
697/ 1000= 0,697

" n procesul de optimizare pot fi implicate nu rmimiutirile terminate cu succes, gicele
neregite. Cautarea cheilor care nu sunt in arbore este todatéabstisitoare cg cautarea celor
care sunt in arbore. Pentru detalii asupra acesibleme se poate consulta D. E. Knuifratat
de programarea calculatoarelor. Sortagecautare”, Setiunea 6.2.2.
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Avand n vedere raportul de 5/ 2 stabilit intreimarea intiala si rezultatele
instruirii, probabilittile finale sunt:

(0,18x 5+ 0,247x 2) / 700,20
(0,65x 5+ 0,412x 2) / 700,58
(0,17x 5+ 0,697x 2)/ 700,22

Cautarea este, de fapt, o parcurgere a varfuriloralizati prin funaia

_search(varf<E>*, const E&) . Aceast functie nu face parte din clasa
arbore<E> , deoarece opereazexclusiv asupra varfurilor. lat varianta ei

recursivi, impreud cu alte do# functii asen@nitoare: _min() , pentru

determinarea varfului minim din arborgi _succ() , pentru determinarea
succesoruldi

template <class E>
varf<E>* _search( varf<E>* x, const E& k) {
while (x =0 && k = x->key )
X = k > x->key? x->dr: x->st;
return x;

}

template <class E>
varf<E>* _min( varf<E>* x ) {
while (x->st!1=0)
X = X->8t;
return x;

}

template <class E>
varf<E>* _succ( varf<E>* x ) {
if (x->dr I=0) return _min( x->dr);

varf<E> *y = x->tata;

while (y =0 && x == y->dr)
{x=y;y=y->tata; }

return y;

}

Existena acestor fungi impune completarea clasevarf<E> cu declardile
friend corespunitoare.

Acest procedeu de estimare a probaipilitr printr-un proces de instruire poate fi fornzali
ntr-un cadru matematic riguros (R. Andorii&,Converse H-Theorem for Inductive Processes”
Computers and Atrtificial Intelligence, Vol. 9, 19909. 2, pp. 159167).

Succesorul unui vai este varful cu cea mai nicheie mai mare decét cheia varfulujvezisi
Exerctiul 8.10).
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Sa remar@m aseninarea dintre fungile C++ de mai susi functiile analoage din
Exercitiul 8.10.

Pentru a demonstra corectitudinea ftithar _serarch() si _min() , nu avem

decat & ne reamintim &, prin definktie, intr-un arbore binar deaugtare fiecare

varf K verifica relaiile X< K si K<Y pentru orice varX din subarborele stang
si orice varfY din subarborele drept.

Demonstrarea corectitudinii furiei _succ() este de asemenea foarte simfie
K varful al arui succesorS trebuie determinat. Varfuril& si S pot fi situate
astfel:

e Varful S este in subarborele drept al varfulki Deoarece aici sunt numai
varfuri Y cu proprietate&K <Y (vezi Figura 8.7a) rezuitca S este valoarea
minima din acest subarbore. Tn plus, avand in vedere quoma pentru
determinarea minimului, varfub nu are fiul stang.

« Varful K este in subarborele stadng al varfuBuiDeoarece fiecare vaK de aici
verifica inegalitateaX < S (vezi Figura 8.7b), deduceni cmaximul din acest
subarbore este chid. Dar maximul se determinparcurgénd fiii din dreapta
pami la un varf fira fiul drept. Deci, varfulK nu are fiul drept, iarS este
primul ascendent din stanga al varfukui

In consecimi, cele dod situaii se exclud reciproc, deci fufi@a _succ() este
corect.

(a) Varful succesoBeste (b) Varful K este maxim n
minim Tn subarborele drept subarborele stang al
al varfuluiK. varfului succeso8s.

Figura 8.7 Poziiile relative ale varfuluK in raport cu sucesoruks S.
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8.7.3 Modificarea arborelui

Modificarea structurii arborelui deaatare, prin inserarea sastergerea unor
varfuri trebuie realizdt astfel Tncat proprietatea de arbore dmitare 4 nu se

altereze. Cele dauoperaii sunt diferite in privina complexiitii. Inserarea este
simpla, fiind similara cautarii. Stergerea este mai dificil si mult diferita de

operaiile cu care deja ne-am aodmuit.

Pentru inserarea unei noi chei, vom folosi ftiac
template <class E>

int arbore<E>::ins( const E& k, float p ) {
varf<gE> *y = 0, *x = root;

while (x!=0){
y=X
if (k == x->key ) { // cheia deja exista in ar bore
X->p +=p; /I se actualizeaza frecven ta
return 0; /I se returneaza cod de er oare

}
X = k > x->key? x->dr: x->st;

}

/I cheia nu exista in arbore
varf<gE> *z = new varf<ge>(k, p );

z->tata =y,

if (y==0) root = z;

else if (z->key > y->key ) y->dr = z;
else y->st = z;

n++; //in arbore este cu un varf mai mult
return 1;

}

Valoarea returnatestetrue, dad cheiak a putut fi inserat in arbore, sadalse
in cazul in care deja exisfin arbore un varf cu cheile. Inserarea propriu-zis
const Tn ciutarea cheik prin intermediul adreselox si y, y fiind adresa tatflui
lui x. Atunci cand am terminat procesul d&utare, valoarea lux devineO si noul
varf se va insera la stdnga sau la dreapta/ lin funaie de relaia dintre cheia
si cheia luiy.

Procedura datergere incepe prin a determina adresavarfului desters, pe baza
cheii k. Dac procesul de @utare se finalizeazcu succes, cheila se va actualiza
(Tn scopul unor preludri ulterioare) cu informaa din varful z, iar apoi se
demareaZ procesul detergere efecti¥ a varfuluiz. Daci z este un varf terminal,
nu avem decatasanubm legitura corespunitoare din varful tat. Chiarsi atunci

candz are un singur fiugtergerea este dirext Adresa luiz din varful tat se

Tnlocuieste cu adresa fiului luiz. A treia si cea mai complicdt situgie apare
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(b)
Figura 8.8 Stergerea varfuriloig, A si L dintr-un arbore binar deiatare.

atunci candz este situat undeva Tn interiorul arborelui, avéambele legturi
complete. In acest caz, nu vom nséérge varfulz, ci varful y, succesorul luk,
dar nu inainte de a copia admutul lui y Tn z. Stergerea véarfuluiy se face
conform unuia din cele daucazuri de mai sus, deoarece, Tn mod sigunu are
fiul stang. Intr-adedr, intr-un arbore deautare, succesorul unui varf cu doi fii nu
are fiul stang, iar predecesorulnui varf cu doi fii nu are fiul drept (demonstira
acest lucru!). Pentru ilustrarea celor trei sitiyaam sters din arborele din Figura
8.8a varfurileE (varf cu doi fii), A (varf cu un fiu)si L (varf terminal).

Procedura datergere se implementeaastfel:

template <class E>
int arbore<E>::del( E& k ) {

varf<E> *z = _search( root, k ); // se cauta che ia k
if (!z) return O; /I nu a fost ga sita
n--; /I 'in arbore va fi cu un varf mai put in

k = z->key; // k va retine intreaga informatie di nz

/I -y este z daca z are cel mult un fiu si
/I succesorul lui z daca z are doi fii

/I - x este fiul lui y sau 0 daca y nu are fii
varf<E> *y, *x;

Predecesorul unui vaxeste varful care are cea mai mare cheie mai dacat cheia varfulu.
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y=2z->st==0 || z->dr == 0? z: _succ( z);
X =y->st1=07? y->st: y->dr;

/I se elimina varful y din arbore astfel:
/I 1. se stabileste legatura in x spre varful ta
if (x!=0)

x->tata = y->tata;

/I 2. in varful tata se stabileste legatura spre

if (y->tata==0) root = x;
else if (y ==y->tata->st) y->tata->st = x;
else y->tata->dr = x;

/I 3. daca z are 2 fii, succesorul lui ii ia loc
if (y!=2z){z->key = y->key; z->p = y->p; }

/I 4. stergerea propriu-zisa
y->st = y->dr = 0;
delete y;

return 1;

}

Capitolul 8

ta

ul

Complexitatea fungei de stergere este tipicpentru structurile deautare. Aceste
structuri tind & devira atat de compacte in organizarea lor intiefimcatstergerea
fiecirei chei necesit reparaii destul de complicate. De aceea, deseori se piefe
0 “stergere lengi” (lazy deletion), prin care varful este doar marca “sters”,
stergerea efectivrealizdndu-se cu ocazia unor reorganiperiodice.

Desi clasaarbore<E> este incomplet specificatlipsind constructorul de copiere,
operatorul de atribuire, destructorul etc, opgla implementate Tn aceaist

sediune pot fi testate prin urtorul program.

#include <iostream.h>
#include "arbore.h"

main( ) {
int n;
cout << "Numarul de varfuri ... "; cin >>n;

arbore<char> g; char c; float f;

cout << "Cheile si Frecventele lor:\n";
for(inti=0;i<n;i++){
cout<<"..";
cin >>c; cin >>f;
g.ins(c, f);
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cout << "Arborele initial:\n";  g.inord();

cout << "\n\nDelete din initial (cheie) <EOF>:\n
while( cin >>c¢) {
if (g.del(c)){
cout << "\nSe sterge varful cu cheia: " << c;
cout << "\nlnordine:\n"; g.inord( );
}
else
cout << "\nelement absent";
cout << "\n...";

cin.clear();

g.re_greedy( );
cout << "\n\nArborele Greedy:\n"; g.inord();

cout << "\n\nInsert in Greedy "
<< "(cheie+frecventa) <EOF>:\n... ";
while( (cin >> c) && (cin >>1) ) {
g.ins(c, f);
cout << "\nInordine:\n"; g.inord( );
cout << "\n...";

cin.clear();

cout << "\n\nCautari in Greedy (cheie) <EOF>:\n .
while( cin >>c¢) {
if (g.search(c)) {
cout << "\nNodul cu cheia: " << c;
cout << "\nlnordine:\n"; g.inord( );
}
else
cout << "\nelement absent";
cout << "\n...";

cin.clear();

cout << "\n\nDelete din Greedy (cheie) <EOF>:\n .
while( cin >>c¢) {
if (g.del(c)){
cout << "\nSe sterge varful cu cheia: " << c;
cout << "\nlnordine:\n"; g.inord( );

else
cout << "\nelement absent";
cout << "\n...";

cin.clear();
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g.re_prodin();

cout << "Arborele Greedy re-ProgDin:\n"; g.inord( );
return 1;
}
Fungia arbore<E>:inord() , definiti Tn Seciunea 9.2, realizedz afisarea

arborelui, astfel incataspoat fi usor de reconstituit pe héartie. De exemplu,
arborele din Figura 8.8b este gt astfel:

0x166¢ ( key C, f 0, st 0x0000, dr 0x0000, tata 0x1 63c)
0x163c ( key H, f 0, st 0x166¢, dr 0x165c, tata 0x0 000)
0x169c ( key M, f 0, st 0x0000, dr 0x0000, tata Ox1 68c)
0x168c ( key N, f 0, st 0x169c, dr Ox16ac, tata Ox1 65c¢)
Ox16ac ( key P, f 0, st 0x0000, dr 0x0000, tata Ox1 68c)
0x165c ( key R, f 0, st 0x168c, dr 0x0000, tata Ox1 63c)

8.8 Programarea dinamic & comparat a cu tehnica
greedy

Atat programarea dinami¢ cat si tehnica greedy, pot fi folosite atunci cand
solutia unei probleme este priditca rezultatul unei secvemde decizii. Deoarece
principiul optimalititii poate fi exploatat de ambele metode, s-ar pusgdim
tentai si elabo&am o soldie prin programare dinami¢ acolo unde este suficient
o soluie greedy, sauasaplicim Tn mod eronat o metddgreedy, atunci cand este
necesat de fapt aplicarea prograimi dinamice. Vom considera ca exemplu o
probleni clasici de optimizare.

Un ha patrunde intr-un magazigi gaseste n obiecte, un obiecdtavand valoares,

si greutateag;. Cum gi-si optimizeze houl profitul, dac poate transporta cu un

rucsac cel mult o greutat®8? Deosebim dalicazuri. In primul dintre ele, pentru
orice obiecti, se poate lua orice fraane 0< x, < 1 din el, iar in al doilea caz,

X, 0{0,1}, adici orice obiect poate fi Thiccat numai Tn intregime n rucsac.

Corespunitor acestor dod cazuri, obinem problema contind a rucsaculuj
respectiv,problema 0/1 a rucsaculuiEvident, houl va selecta obiectele astfel
ncéat ¢ maximizezefungia obiectiv

f(x)=> vx
i=1

undex = (X5, X,, ..., X,), verifica condtia
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Solutia problemei rucsacului poate fi prigita rezultatul unei secvende decizii.
De exemplu, hal va decide pentru Tnceput asupra valorii kyi apoi asupra

valorii lui x, etc. Printr-o secve# optimi de decizii, el va Tncercaisnaximizeze

functia obiectiv. Se obse#v ca este valabil principiul optimalitii. Ordinea
deciziilor poate fi desigur oricare alta.

Problema contindia rucsacului se poate rezolva prin metoda greediectand la
fiecare pas, pe cat posibil Tn intregime, obiegehtru carev;/g; este maxim. &ra

a restrdnge generalitatea, vom presupuhe ¢
v,/g, 2 v,/g, 2 ... 2 v, /g,

Putei demonstra & prin acest algoritm ainem soldia optima si ca aceasta este
de formax”= (1, ..., 1,X|E, 0, ..., 0), k fiind un indice, 1<k<n, astfel incat
0 < x, < 1. Algoritmul greedy gseste secvern optimi de decizii, luand la fiecare

pas cate o decizie care este ofitilacal. Algoritmul este corect, deoarece nici o
decizie din secvafi nu este eronat Dac nu considefm timpul necesar saitii
initiale a obiectelor, timpul este Tn ordinul loi

Sa trecem la problema 0/1 a rucsacului. Se obsémediat & tehnica greedy nu
conduce in general la rezultatul dorit. De exemplentru g= (1, 2, 3),
v = (6, 10, 12),G = 5, algoritmul greedy furnizeédzsoluia (1, 1, 0), in timp ce
solutia optima este (0, 1, 1). Tehnica greedy nu poate fi aplicateoarece este
generai o decizie X, = 1) optimi local, nu ing si global. Cu alte cuvinte, la
primul pas, nu avem suficiehinformatie locak pentru a decide asupra valorii lui
X,. Strategia greedy exploat@amsuficient principiul optimaliitii, considerand
ca Tntr-o secveti optima de decizii fiecare deciziesi(nu fiecare subsecvende
decizii, cum procededzprogramarea dinamig trebuie & fie optimi. Problema se
poate rezolva printr-un algoritm de programare diic, Tn aceast situgie
exploatdndu-se complet principiul optimdlii. Spre deosebire de problema
continua, nu se cunoge nici un algoritm polinomial pentru problema OAL
rucsacului.

Diferenta esenali dintre tehnica greedyi programarea dinamicconst in faptul
ci metoda greedy genergap singui secvemd de decizii, exploatand incomplet
principiul optimalititi. Tn programarea dinami¢ se generedz mai multe
subsecvete de decizii;tinAnd cont de principiul optimaltii, se considet Tnsi
doar subsecvanle optime, combindndu-se acestea in galwptima finala. Cu
toate @ numirul total de secvege de decizii este expongal (dac pentru fiecare

din celen decizii suntd posibilitati, atunci sunt posibile " secvene de decizii),
algoritmii de programare dinanticsunt de multe ori polinomiali, aceasteducere
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a complexittii datoradndu-se utilizrii principiului  optimalititii. O alta
caracteristi@ important a programirii dinamice este £ se memoreaz
subsecvetele optime, evitandu-se astfel recalcularea lor.

8.9 Exerci fii

8.1 Demonstra ci numarul total de apeluri recursive necesare pentru a-I

n
calcula peC(n, k) este {k] - 2.

Solutie: Notam cur(n, k) numarul de apeluri recursive necesare pentru a-| calcul
pe C(n, k). Procedm prin indugie, in funcie den. Dad n este 0, proprietatea
este adedrati. Presupunem proprietatea adeatda pentru n-1 si demonstim
pentrun.

Presupunem, pentru inhceput, @ <k < n. Atunci, avem recurga
r(n, k) =r(n-1,k-1) +r(n-1,k) + 2

Din relatia precederit, obtinem

P W RERE W
r(n, k) = 2 -2+2 ~2+2= -2
k-1 k k

n
Daci k este 0 saw, atuncir(n, k) = 0 si, deoarece n acest caz av{mj =1,
k

rezulti ca proprietatea este ad@nati. Acest rezultat poate fi verificat practic,
ruland programul din Exergul 2.5.

8.2 Aratati ca principiul optimalittii
i) este valabil Tn problemaagirii celui mai scurt drum dintre d@uvarfuri ale
unui graf

ii) nu este valabil Tn problema deterrin celui mai lung drum simplu dintre
doua varfuri ale unui graf

) 2n n
8.3 Demonstra ca ‘ > 47/(2n+1).

8.4 Folosind algoritmul serie calculai probabilitatea ca jutorul A sa
castige, presupunand = 4si p = 0,45.
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8.5 Problema inmuilrii inlantuite optime a matricilor se poate rezolsiaprin
urmitorul algoritm recursiv:

function rminscali, j)
{returneaz numirul minim de Tnmufiri scalare
pentru a calcula produsul matricid| M;,; ... M;}
if i =j then return O
g « +00
for k « itoj-1do
g <« min(g, rminscali, k)+rminscalk+1, j)+d[i-1]d[Kk]d[ j])
return q

unde tablould[0 .. n] este global. Gsiti o limita inferioa a timpului. Explicai
ineficienta acestui algoritm.

Solutie: Notam cu r(j-i+1) nuntrul de apeluri recursive necesare pentru a-|
calcula perminscali, j). Pentrun > 2 avem

r(n):nz_1 r(k)+r(n-k) = ZnZ_l r(k) = 2r(n-17
k=1 k=1

iar r(2) = 2. Prin metoda iteteei, deducé ci r(n) = 2" pentrun > 2. Timpul
pentru un apetminscall, n) este atunci T2(2").

8.6 Elaborai un algoritm eficient careisafiseze parantezarea optina unui
produs matricialM(1), ..., M(n). Folosti pentru aceasta matricaa calculat de
algoritmulminscal Analizai algoritmul olginut.

Solutie: Se apeleazcuparan(1, n) urmatorul algoritm:

function paran(i, j)
if i=j then write “M(", i, )"
else write“(”
paranti, r[i, j])
write “*”
parant(r[i, j]+1, j)
write “)”

Aratati prin induaie ca o parantezare completunei expresii den elemente are
exactn-1 perechi de paranteze. Dedticde aici care este eficiga algoritmului.

8.7 Presupun&nd matricel din algoritmul lui Floyd cunoscét elaborai un
algoritm care 8 afiseze prin ce varfuri trece cel mai scurt drum dintteui
varfuri oarecare.
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8.8 Intr-un graf orientat, #presupunemixne intereseazdoar existeta, nusi
lungimea drumurilor, intre fiecare pereche de vérfunitial, L[i, j] = true dac
muchia (, j) existi si L[i, j] = falsein caz contrar. Modific@ algoritmul lui Floyd
astfel incét, 1n final, savemDIJi, j] = true dad existi cel puin un drum de la la
j si D[i, j] = falsein caz contrar.

Solutie: Se inlocuigte bucla cea mai interioarcu:
DI[i, j] < DIi, j] or (D[i, k] and D[k, j])

obtinAndu-se algoritmul lui Warshall (1962). Matricé@oleaa L se numete
Tnchiderea tranzitig a grafului.

8.9 Ariatati cu ajutorul unui contraexempluwaurmiatoarea propozie nu este,
in general, adewrati: “Un arbore binar este un arbore déutare daé cheia
fiecarui varf neterminal este mai mare sau égall cheia fiului 8u stangsi mai
mica sau egal cu cheia fiului 8u drept”.

8.10 Fie un arbore binar deiatare reprezentat prin adrese, astfel incat vérful
(adica varful a a@rui adred estei) este memorat Tn patru logiadiferite cortinand

KEVY[i] = cheia varfului
STi] = adresa fiului stang
DRJi] = adresa fiului drept
TATAI] = adresa tatfui

(Daca se folosete o implementare prin tablouri paralele, atuncresgle sunt
indici de tablou). Presupuneni wariabilaroot contine adresaadacinii arborelui
si ca o adre8d este zero, ddicsi numai dad varful citre care se face trimiterea
lipseste. Elabora algoritmi pentru urritoarele opergi in arborele de gutare:

i) Determinarea varfului care cgne o cheiev dati. Daci un astfel de varf nu
existi, se va returna adresa zero.

ii) Determinarea varfului care cgne cheia minin.

iii) Determinarea succesorului unui vérfdat Guccesorulvarfului i este varful
care are cea mai nicheie mai mare dec&EVY[i]).

Care este eficiam acestor algoritmi?
Solutie:
i) Apelam tree-searclroot, v), tree-searchfiind functia:
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function tree-searcli, v)
if i = 0or v=KEY[i] then return i
if v<KEVY[i] then return tree-searciiSTi], v)
else returntree-searcfiDR[i], v)

lata si 0 versiune iterati¥ a acestui algoritm:

function iter-tree-searcfi, v)
while i # 0 and v # KEVY[i] do
if i <KEVY[i]Jthen i ~ STi]
else i « DRJi]
return i
ii) Se apeleaztree-min(root), tree-minfiind functia:
function tree-mir(i)
while ST[i] #0doi « STi]
return i
iii) Urmatorul algoritm returneazsuccesorul varfului:

function tree-succesdr)
if DR[i] # 0 then return tree-minDR[i])

j « TATAI]
whilej#z0andi =DR[j] do i « j

j « TATA j]
return |

8.11 Gasiti o formula explicita pentruT(n), undeT(n) este nurdrul de arbori
de ciutare diferii care se pot construi auchei distincte.

Indicatie: Facei legatura cu problema inmtitii inl antuite a matricilor.

8.12 Existd un algoritm greedy evident pentru a construi aebt@roptim de
cidutare avand cheile; <c, < ... <c,: se plaseazcheia cea mai probalilc,, la

radacina si se construiesc subarboriidis stang si drept pentru cheile
Cys Cy, .ovy C_qs FESPECLiVC, 4, Cytsy -..y Cy, TN mMod recursiv, pe acelaprincipiu.

i) Cat timp necesitalgoritmul pentru cazul cel mai nefavorabil?

ii) Aritati pe baza unui contraexempld prin acest algoritm greedy nu sette
intotdeauna arborele optim déutare.

8.13 Un subcaz oarecare al problemei 0/1 a rucsaculpiosde formula astfel:

Sa se dgiseasd
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V(1 j,X)=max ) vx

Isi<]

unde maximul se ia pentrutiovectorii (x, ..., xj) pentru care

Zgixi <X

Isi<i
x 0{0,1}, I<is]

In particular,V(1, n, G) este valoarea maxincare se poate Téoca Tn rucsac in
cazul problemei iniale. O soltwie a acestei probleme se poatetinb dad
considedim ci deciziile se iauretrospectiv adic Tn ordineax,, X _;, ..., X;.

Principiul optimalititii este valabilsi avem
V(1,n, G) = max{(1,n-1,G), V(1,n-1,G-g,) +V,)
si, Tn general,
V(1,], X) = max¥/(1, -1, X), V(1,]-1, X-g;) +V))

undeV(1, 0,X) = 0 pentruX = 0, iarV(1, j, X) = - pentruX < 0. De aici se poate
calcula, prin tehnica prograimi dinamice, valoareaV(l,n, G) care ne
interesea.

Gasiti o recurema similard pentru situéia cand deciziile se iaprospectiv adic

in ordineax;, X,, ..., X,.

8.14 Am vazut (in Sedunea 6.1) & tehnica greedy poate fi aplicgatin
problema determitrii restului cu un nuriir minim de monezi doar pentru anumite
cazuri particulare. Problema se poate rezolva, &zut general, prin metoda
progranirii dinamice.

Sa presupunem  avem un nurr finit de n tipuri de monezi, fiecare in num
nelimitat, iar tabloulM[1 .. n] contine valoarea acestor monezi. F&suma pe
care dorim & o oltinem, folosind un nu@r minim de monezi.

i) In tabloul C[1..n,1..S], fie C[i,j] numirul minim de monezi necesare
pentru a obine sumaj, folosind doar monezi de tipwi[1], M[2], ..., M[i],
undeCJi, j] = +o, daa sumaj nu poate fi obnuta astfel. Gisiti o recurema
pentruCli, j].

ii) Elaborai un algoritm care folosge tehnica progra#rii dinamice pentru a
calcula valorileC[n, j], 1 <j < S. Algoritmul trebuie & utilizeze un singur
vector deS elemente. Care este timpul necesar, Tn fienden si S?

iii) Gasiti un algoritm greedy care deternmiicum se oline sumaS cu un nunar
minim de monezi, presupunand cunoscute valdCie, j].
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8.15 Fieusi vdouwa secvere de caractere. Dorimidransfornim peu inv, cu
un nundr minim de operdi de urmatoarele tipuri:
« sterge un caracter
e adaug@ un caracter
e schimki un caracter
De exemplu, putemastransfornim abbacin abcbcin trei etape:
abbac - abac (stergeb)

- ababc (adaug b)
- abcbc (schimhi a cuc)

Aratati ca aceast transformare nu este optim Elaborai un algoritm de
programare dinamic care gseste numirul minim de operg@i necesare g le
specificd) pentru a-l transforma peinv.

8.16 Si considedim alfabetulZ = {a, b, c}. Pentru elementele luk definim
urmatoarea takd de inmutire:
simbolul drept
a b ¢

simbolul a b b a
stang b|lc b a

C a C C

Observai ca inmulirea definié astfel nu este nici comutatiwi nici asociati.
Gasiti un algoritm eficient care examinemagirul x = x; X, ... X, de caractere ale

lui ~ si decide dag x poate fi parantezat astfel incat expresia rezilgitfie a.
De exemplu, dat x = bbbba algoritmul trebuie % returneze “da” deoarece
(b(bb))(ba) = a.

8.17  Aratati ca numirul de moduri Tn care un poligon convex ouaturi poate
fi partitionat Tnn-2 triunghiuri, folosind linii diagonale care nu $etretaie, este
T(n-1), undeT(n-1) este alf—1)-lea nunir catalan.



9. Explor ari in grafuri

Am vazut deja & o mare varietate de probleme se formubedz termeni de
grafuri. Pentru a le rezolva, de multe ori trebsgéeexplom un graf, adié sa
consultm (vizitam) varfurile sau muchiile grafului respectiv. Unedrebuie &
consulim toate varfurile sau muchiile, alteori trebuig# sonsulitm doar o parte
din ele. Am presupus, pdracum, @ existi o anumii ordine a acestor consiit:
cel mai apropiat varf, cea mai sciurmuchie etc. In acest capitol, introducem
cateva tehnici care pot fi folosite atunci candesie specificdato anumit ordine

a consuldrilor.

Vom folosi termenul de “graf” in dauipostaze. Un graf va fi uneori, ca pam
acum, o structur de date implementatin memoria calculatorului. Acest mod
explicit de reprezentare nu este dneidicat atunci cand graful come foarte
multe varfuri.

Sa presupunem, de exemplua éolosim varfurile unui graf pentru a reprezenta
configurgii in jocul desah, fiecare muchie corespunzand unei dniutegale intre

douwi configurgii. Acest graf are aproximativ 18%arfuri. Presupunandacun
calculator ar fi capabilasgenereze 19 varfuri pe secundl generarea complgta

grafului asociat jocului deah s-ar face Tn mai mult de oani! Un graf atat de
mare nu poateadsaiba decat o existed implicita, abstract.

Un graf implicit este un graf reprezentat printr-o descriere a wddr si
muchiilor sale, el neexistand integral in memoraédcalatorului. Potiuni relevante
ale grafului pot fi construite pe #aurdi ce explorarea progreseazDe exemplu,
putem avea in memorie doar o reprezentare a vérfalwent si a muchiilor
adiacente lui; pe #sura ce Thainim Tn graf, vom actualiza aceagteprezentare.

Tehnicile de explorare pentru cele dogoncepte de graf (grafuri construite
explicit si grafuri implicite) sunt, Tn ese#, identice. Indiferent de obiectivul
urmirit, explorarea se realizeazpe baza unoralgoritmi de parcurgere care
asigui consultarea sistemati@a varfurilor sau muchiilor grafului respectiv.

9.1 Parcurgerea arborilor

Pentru parcurgerea arborilor binari egistei tehnici de baz Dac pentru fiecare
varf din arbore vizidm prima dai varful respectiv, apoi varfurile din subarborele
stangsi, n final, subarborele drept, Tnseainci parcurgem arborele ipreordine
Daci vizitam subarborele stang, varful respecgivapoi subarborele drept, atunci

227
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parcurgem arborele Tmordine, iar da@ vizitim prima dai subarborele stang,
apoi cel drept, apoi varful respectiv, parcurgeeste Tnpostordine Toate aceste
tehnici parcurg arborele de la stanga spre dredpigem parcurge Tasarborelesi
de la dreapta spre stangatioldnd astfel ing trei moduri de parcurgere.

Proprietatea 9.1 Pentru fiecare din acestgase tehnici de parcurgere, timpul
necesar pentru a explora un arbore binaneérfuri este Tro(n).

Demonstratie: Fie t(n) timpul necesar pentru parcurgerea unui arboraboun

varfuri. Putem presupunei @xisti constanta redlpozitiva ¢, astfel incat(n) < c

pentru O<n< 1. Timpul necesar pentru parcurgerea unui arbarencvéarfuri,

n> 1, in care un varf estéidicina, i varfuri sunt situate in subarborele stésig
n-i -1 varfuri in subarborele drept, este

t(n) £ ¢ + max {t(i)+t(n-i-1) | 0<i £ n-1}

Vom arata, prin indugie constructid, ca t(n) < dn+c, unded este o aklt constan.
Pentrun = 0, proprietatea este adeati. Prin ipoteza indugei specificate paral,
presupunemt(i) < di+c, pentru orice & i <n. Demonstim ci proprietatea este
adevirati si pentrun. Avem

t(n) € c+2c+d(n-1) =dn+c+2c—d

Luandd = 2c, obtinemt(n) < dn+c. Deci, pentrud suficient de maret(n) < dn+c,
pentru oricen = 0, adi@a t 0 O(n). Pe de alt parte,t 0 Q(n), deoarece fiecare din
celen varfuri trebuie vizitat. In consecif, t 0 O(n). -

Pentru fiecare din aceste tehnici de parcurger@lementarea recursivnecesit,
in cazul cel mai nefavorabil, un gpa de memorie inQ(n) (demonstrd acest
lucru!). Cu puin eforf, tehnicile merionate pot fi implementate astfel incét s
necesite un timp ®(n) si un spaiu de memorie TM(1), chiar da& varfurile nu
contin adresa tdtui (caz in care problema devine trivial

Conceptele de preording postordine se pot generaliza pentru arbori asitr
(nebinari). Timpul de parcurgere este tot Tn ordlimumarului de varfuri.

" O astfel de implementare poate fsifi, de exemplu, h E. Horowiti S. Sahni*Fundamentals of
Computer Algorithms’Seciunea 6.1.1.
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9.2 Operalfii de parcurgere in clasa ar bor e<BE>

Tipul abstract arbore este imposibil de concepulifea unor metode sistematice
de explorare. ld@tcateva situgi in care le-am folosit, sau va trebui ke folosim:

* Reorganizarea intr-un arbore deutare optim. Este vorba de procedura

setvarf() din clasas8a (Sediunea 8.7.1), procedarprin care s-a inializat
un tablou cu adresele tuturor varfurilor din arbovecum este clar £ am
folosit o parcurgere n inordine, prilej cu care ajunssi la o procedut de
sortare similax quicksortului.

e Copierea, varf cu varf, a unui arbore intr-un ahbare. Procedura este
necesat constructoruluisi operatorului de atribuire.

* Implementarea destructorului clasei, adieliberarea sp#ului ocupat de
fiecare din varfurile arborelui.

* Afisarea unor ‘“instantanee” ale structurii arborilor npe a verifica
corectitudinea diverselor opaiia

Opergia de copiere este implemengaprin funaia _copy() din clasavarf <E>.
Este vorba de o funie care copiaz recursiv arborele alacui varf radicina este
dat ca argument, iar apoi returnéamresa arborelui construit prin copiere.

tenpl ate <cl ass E>
varf<E>* _copy( varf<BE>* x ) {
varf<BE> *z = 0;
it (x) |
/1 varful nou alocat se initializeaza cu X
z = new varf<E>( x->key, x->p );

/'l se copiaza subarborii din stanga si din deapta; in
/1 fiecare se initializeaza |legatura spre varful tata
if ( (z->st = _copy( x->st )) !'=10)
z->st->tata = z;
if ( (z->dr = _copy( x->dr )) !'=0)
z->dr->tata = z;
}

return z;

}

Invocarea acestei funic este realizat atat de &tre constructorul de copiere al
clasei arbore,
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tenpl ate <cl ass E>

arbore<E>::arbore( const arbore<E>& a ) {
root = _copy( a.root ); n = a.n;

}

catsi de citre operatorul de atribuire:

tenpl ate <cl ass E>

ar bor e<E>& arbore<E>::operator =( const arbore<BE>& a ) {
del ete root;
root = _copy( a.root ); n = a.n;
return *this;

}

Efectul instrugiunii del ete root ar trebui & fie stergerea tuturor varfurilor din
arborele cu adacina root. Pentru a ajunge la acest rezultat, avem nevoie de
implementarea corespuitpare a destructorului clasevarf<E> destructor
invocat, duf cum sestie, Tnainte ca operatorulel et e sa elibereze sp@ul alocat.
Forma acestui destructor este foarte sinpl

~varf( ) { delete st; delete dr; }

Efectul lui consi in stergerea varfurilor Tn postordine. Mai ntéi, setianeaz

asupra sub-arborelui stdng, apoi asupra celui dregtin final, dufi execuia

corpului destructorului, operatorutlel ete elibereaz spagiul alocat véarfului
curent. Condia de oprire a recursivtii este asigurdt de operatorubel et e, el

fiind inefectiv pentru adresele nule. Tn consegjnsi destructorul clasei
ar bor e<E> const Tntr-un simpludel et e r oot :

~arbore( ) { delete root; }

Toate modaliitile de parcurgere meionate Tn Segunea 9.1 pot fi implementate
imediat, prin fundile corespunitoare. Noi ne-am rezumat la implementarea
parcurgerii Tn inordine deoarece, pe parcursulatéstlasei ar bor e<E>, am avut
nevoie de afjiarea structurii arborelui. Futia

tenpl ate <cl ass E>
void _inord( varf<eE> *x ) {

if (!'x ) return;

_inord( x->st );
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cout << X
<< " ( key " << x->key
<< ", f " << X->p
<< ", st " << Xx->st
<< ", dr " << Xx->dr
<< ", tata " << x->tata
<< " )"

_inord( x->dr );

}
apelabik din clasaar bor e<E> prin

tenpl ate <cl ass E>
voi d arbore<E>::inord( ) { _inord( root ); }

este exact ceea ce ne trebuie pentru gadfitreaga structérinterra a arborelui.

9.3 Parcurgerea grafurilor in adancime

Fie G =<V, M> un graf orientat sau neorientat, alérw véarfuri dorim 4 le
consulim. Presupunemacavem posibilitateagsmarcam varfurile deja vizitate n
tabloul globalmarca Initial, nici un varf nu este marcat.

Pentru a efectua o parcurgehe adancime alegem un varf oarecar®,[0 V, ca
punct de plecarei il marcim. Dad existi un varfw adiacent luiv (adici, daa
existi muchia g, w) Tn graful orientatG, sau muchia ¥, w} in graful neorientat
G) care nu a fost vizitat, alegem varful ca noul punct de plecarg apebm
recursiv procedura de parcurgere in adancime. t@atcerea din apelul recursiv,
dac existi un alt varf adiacent luv care nu a fost vizitat, apgh din nou
procedura etc. Cand toate varfurile adiacentevitau fost marcate, se incheie
consultarea Tncepdaitin v. Dac au @mmas varfuri inV care nu au fost vizitate,
alegem unul din aceste varfusi apeim procedura de parurgere. Continu
astfel, paa cand toate varfurile div au fost marcate. latalgoritmul:

procedure parcurggG)
for fiecarev 0 V do marcqv] « nevizitat
for fiecarev 0 V do
if marcgv] = nevizitatthen ad(v)

procedure ad(v)
{virful v nu a fost vizitat}
marcgv] « vizitat
for fiecare virfw adiacent luiv do
if marcgw] = nevizitatthen ad(w)
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(a)
Figura 9.1 Un graf neorientagi unul din arborii 4i pariali.

Acest mod de parcurgere se nutee“in adancime”, deoarece incearsi initieze
cat mai multe apeluri recursive inainte de a sednte dintr-un apel.

Parcurgerea in adancime a fost formalau mult timp in urmd ca o tehnig de
explorare a unui labirint. O persaartare caut ceva intr-un labirintsi aplica
aceast tehnic are avantajul £ “urmatorul loc Tn care cadt este mereu foarte
aproape.

Pentru graful din Figura 9.1a, presupunaridpornim din varful 1si ca vizitam
vecinii unui varf Tn ordine numeric parcurgerea varfurilor in adancime se face in
ordinea: 1, 2, 3,6, 5, 4, 7, 8.

Desigur, parcurgerea n adancime a unui graf ne esiici; ea depinde atat de
alegerea varfului inial, catsi de ordinea de vizitare a varfurilor adiacente.

Céat timp este necesar pentru a parcurge un grafn cvarfuri si m muchii?
Deoarece fiecare varf este vizitat exact oadatvemn apeluri ale proceduriad.
In proceduraad, cand vizitm un varf, testm marcajul fiedrui vecin al gu. Daa
reprezendam graful prin liste de adiaceny adic prin atgarea la fiecare varf a
listei de varfuri adiacente lui, atunci nénal total al acestor testi este:m, dac
graful este orientati 2m, dad graful este neorientat. Algoritmul necesitn timp
in ©(n) pentru apelurile proceduriad si un timp Tn ©(m) pentru inspectarea
marcilor. Timpul de exectie este deci T®(max(m, n)) = ©(m+n).

Daci reprezenmtm graful printr-o matrice de adiacgn se obine un timp de
execuie n G)(nz).

Parcurgerea Tn adancime a unui gff neorientatsi conex, asociaz lui G un
arbore patial. Muchiile arborelui corespund muchiilor parcarén G, iar varful
ales ca punct de plecare devirigldcina arborelui. Pentru graful din Figura 9.1a,
un astfel de arbore este reprezentat in Figura Qdib muchiile “continue”;
muchiile dinG care nu corespund unor muchii ale arborelui suningate”. Daa
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graful G nu este conex, atunci parcurgerea in adancime azokii G o padure de
arbori, cate unul pentru fiecare comporieatnex a lui G.

Daca dorim €i si marcaim numeric varfurile in ordinea parcurgerii lor,Zagam in
proceduraad, la Tnceput:

num— num+1
preordv] « num

unde num este o variab#l globak initializatd cu zero, iarpreordl .. n] este un
tablou care va came Tn final ordinea de parcurgere a véarfurilor. nRea
parcurgerea din exemplul precedent, acest tablminde

L1 [ 2[ 3] 6] 5] 4] 7] 8]
Cu alte cuvinte, se parcurg Tn preordine varfuatborelui patial din Figura 9.1b.

Se poate observai@arcurgerea in adancime a unui arbore, pornindratiacing,
are ca efect parcurgerea in preordine a arborelui.

9.3.1 Puncte de articulare

Parcurgerea in adancime se dowgdeutild in numeroase probleme din teoria
grafurilor, cum ar fi: detectarea componentelor @om (respectiv, tare conexe) ale
unui graf, sau verificarea faptuluidcun graf este aciclic. Ca exemplu, vom
rezolva in aceastsegiune problema gsirii punctelor de articulare ale unui graf
conex.

Un varfv al unui graf neorientat conex este pnct de articularedac subgraful
obtinut prin eliminarea luiv si a muchiilor care plexdin v nu mai este conex. De
exemplu, varful 1 este un punct de articulare pemtraful din Figura 9.1. Un graf
neorientat estehiconex (sau nearticula) dac este conexsi nu are puncte de
articulare. Grafurile biconexe au importante apficpractice: daé o regea de
telecomunicédi poate fi reprezentatprintr-un graf biconex, aceasta ne garanieaz
cid reteaua contin@i sa functioneze chiari dupa ce echipamentul dintr-un varf s-a
defectat.

Este foarte util 3 putem verifica eficient daicun graf are puncte de articulare.
Urmatorul algoritm diseste punctele de articulare ale unui graf cotizx

1. Efectueaz o parcurgere in adancime a IGi pornind dintr-un varf oarecare.
Fie A arborele paial generat de acedstparcurgeresi preord tabloul care
contine ordinea de parcurgere a varfurilor.

2. Parcurge arborelé in postordine. Pentru fiecare véavfvizitat, calculeaz
minim[v] ca minimul dintre
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* preordv]

» preordw] pentru fiecare varfv pentru care exi&to muchie {, w} in G
care nu are o muchie corespdtmare TnA (in Figura 9.1b, o muchie
“punctat’”)

* minim[x] pentru fiecare fix al luivin A
3. Punctele de articulare se deterthacum astfel:

a. radacina lui A este un punct de articulare al I8i daa si numai dad are
mai mult de un fiu;

b. un varfv diferit de #idicina lui A este un punct de articulare al IGi,
dac si numai dadé v are un fiux, astfel incaminim[x] = preordv].

Pentru exemplul din Figura 9.1b, rezulia tabloulminim este
L1 [ 1 [ 1] 6] 2] 2] 6] 6]
iar varfurile 1si 4 sunt puncte de articulare.

Pentru a demonstra acalgoritmul este corect, entaim pentru inceput o
proprietate care rezdltdin Exercfiul 9.8: orice muchie dinG, care nu are o
muchie corespurizoare TnA, conectez in mod necesar un vavfcu un ascendent
al siu TIn A. Tinand cont de aceasproprietate, valoareminim[v] se poate defini
si astfel:

minim[v] = min{preordw] | se poate ajunge dinin w urmand oricate
muchii “continue”, iar apoi urmand “in sus”

cel mult o muchie “punctat}

Alternativa 3a din algoritm rezulf imediat, deoarece este evidentrddacina lui
A este un punct de articulare al I@j dac si numai dad are mai mult de un fiu.

Sa presupunem acumicv nu este &dacina lui A. Daa x este un fiu al luiv si
minim[x] < preordv], rezuliéi cid existi o succesiune de muchii care il coneétez
pe x cu celelalte varfuri ale grafului, chiai dupa eliminarea luiv. Pe de alt
parte, nu exigt nici o succesiune de muchii cargi$ conecteze pe& cu tatl lui v,
dac minim[x] = preordv]. Se deduce&si alternativa3b este corect

9.3.2 Sortarea topologia

In aceast seciune, vom aita cum putem aplica parcurgerea in adancime a unui
graf, intr-un procedeu de sortare egehndiferit fatd de soririle intalnite paga
acum.
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A , >
Q trezire plecar

Figura 9.2 Un graf orientat aciclic.

Sa presupunemreprezertm diferitele stagii ale unui proiect complex printn
graf orientat aciclic: varfurile sunt &ile posibile ale proiectului, iar muchiile
corespund activittilor care se cer efectuate pentru a trece de laacesla alta.
Figura 9.2 d un exemplu al acestui mod de reprezentare. O sot@Epologi@ a
varfurilor unui graf orientat aciclic este o opdea de ordonare linidr a
varfurilor, astfel incat, dacexisti o muchie {, j), atuncii apare Tnaintea Iuj in
aceast ordonare.

Pentru graful din Figura 9.2, o sortare topolagesteA, B, C, E, D, F, iar o alta
este A, B, E, C, D, F In schimb, secvea A, B, C, D, E, Fnu este in ordine
topologid.

Daci adiugam la sfigitul proceduriiad linia
write v

atunci procedura de parcurgere in adancime v aférfurile Tn ordine topologic
inversi. Pentru a Ttelege de ce se intiniplcest lucru, & obserdm ca varful v
este afiat dupa ce toate varfurile étre care exist o muchie dinv au fost deja
afisate.

9.4 Parcurgerea grafurilor in| atime

Procedura de parcurgere in adancime, atunci caragjusge la un vart oarecare,
exploreaz prima dai un varfw adiacent luiv, apoi un varf adiacent luiv etc.
Pentru a efectua o parcurgefe larime a unui graf (orientat sau neorientat),
aplicam urmatorul principiu: atunci cand ajungem fintr-un varfarecare v
nevizitat, 7l maré@m si vizitam apoi toate varfurile nevizitate adiacente Yuiapoi
toate varfurile nevizitate adiacente varfurilor acdénte luiv etc. Spre deosebire
de parcurgerea in adancime, parcurgerea atimé nu este Tn mod natural
recursiw.
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Pentru a putea compara aceste @dbtaehnici de parcurgere, vom da pentru Tnceput
0 versiune nerecursivpentru procedurad. Versiunea se bazeazpe utilizarea
unei stive. Presupunend @avem funcia ftop care returneaizultimul varf inserat Tn
stiva, fara sa 7l steargi. Folosimsi functiile pushsi pop din Seciunea 3.1.1.

procedure iterad(v)
S ~ stiva vida
marcgv] — vizitat
pushv, S)
while Snu este vid do
while exist un varfw adiacent luiftop(S)
astfel Tncatmarcgw] = nevizitat do
marcgw] ~ vizitat
pushw, S)
pop(S)

Pentru parcurgerea initime, vom utiliza o coaa si functiile insert-queue
delete-queuain Segiunea 3.1.2. lat acum algoritmul de parcurgere itime:

procedure lat(v)
C <« coadi vida
marcgv] « vizitat
insert-queuév, C)
while C nu este vid do
u « delete-queugC)
for fiecare virfw adiacent luiu do
if marcgdw] = nevizitat then marcqdw] ~ vizitat
insert-queuéw, C)

Procedurileiterad si lat trebuie apelate din procedura

procedure parcurggG)
for fiecarev 0 V do marcdqv] « nevizitat
for fiecarev 0 V do
if marcqv] = nevizitatthen {iterad saulat} (v)

De exemplu, pentru graful din Figura 9.1, ordinea plarcurgere inatime a
varfurilor este: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8.

Casi in cazul parcurgerii in adancime, parcurgeredatime a unui grafG conex
asociaZ lui G un arbore paral. Daci G nu este conex, atunci ghem o p@dure
de arbori, cate unul pentru fiecare compofestne.

Analiza eficienei algoritmului de parcurgere iritime se face la fel ca pentru
parcurgerea in adancime. Pentru a parcurge un guah varfuri si m muchii



Sectiunea 9.4 Parcurgerea grafurilor in latime 237

timpul este in:i) ©(n+m), dad reprezertm graful prin liste de adiacexnt ii)
G)(nz), dac reprezentm graful printr-o matrice de adiacgn

Parcurgerea Tnatime este folost de obicei atunci cand se exploréapatial
anumite grafuri infinite, sau cand se cagel mai scurt drum dintre dawarfuri.

9.5 Salvarea gi restaurarea arborilor binari de ¢ autare

Importarta opergiilor de salvare (backup si restaurare (restorg este bine
cunoscui de ditre tai utilizatorii de calculatoare. Intr-un fel sau allt este bine
ca informaiile sa fie arhivate periodic pe un suport extern, astfel in caz de
necesitate, &le putem reconstitui cat makar. Pentru clasar bor e<E> am decis
si implemenim operaiile de salvaresi restaurare, in scopul de a facilita
transferurile de arbori Tntre programe. Vom exeffipdi cu aceadét ocazie, nu
numai parcurgerea Tnatime, ci si lucrul cu fisiere binare, prin intermediul
obiectelor de tipf streamdin biblioteca standard de intrarefiie a limbajului
C++, obiecte declarate Tnsierul headef st ream h>.

Convenim & memoim pe suportul extern atat cheia, cét probabilitatea
(frecverta) de acces a fiacui varf. Scrierea se va face cheie dupheie (varf
dupa varf), in ordinea ofinutd printr-un proces de vizitare a arborelui.
Restaurarea arborelui este realizgtrin inserarea fierei chei intr-un arbore
initial vid. Citirea cheilor este secvgala, adic in ordinea in care au fost scrise
n fisier.

Parcurgerile in adancime (in preording) in latime au proprietateaacvarful
radacina al arboreluisi al fiecarui subarbore este vizitagi(deci inserat) Thaintea
varfurilor fii. Avem astfel garantétreconstituirea coregta arborelui de autare,
deoarece in momentul Tn care se insefieazcheie oarecare, toate véarfurile
ascendente sunt deja inserate. In cele ce uripeaam utiliza parcurgerea in
latime.

Parcurgerea 1in atime a arborilor binari se face conform algoritmuldin
Seaiunea 9.4, cu specificared,cdeoarece arborii sunt grafuri conesieaciclice,
nu mai este necesamarcarea varfurilor. In procedura de salvare,
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tenpl ate <cl ass E>
int arbore<E>::save( char *file ) {
ofstreamf( file, ios::binary ); // deschide fisierul
if (!'f ) return O; /1 eroare |a deschidere

coada<varf<E>*> c( n + 1 ); // ptr. parcurgerea in latine
var f <B> *x; [/l varful curent

c.ins_q( root ); /1 primul element din coada
while ( c.del _q( x ) ) {
if (!'f.wite( (char *) &(x->key), sizeof( x->key ) ) )

return O; /] eroare la scriere

if (!'f.wite( (char *) & x->p ), sizeof( x->p ) ) )
return O; |/l eroare la scriere

if ( x->st ) c.ins_qgq( x->st );

c ;
if ( x->dr ) c.ins_q( x->dr );

f.close( );
return 1;

}

vizitarea unui varf condtin scrierea informgilor asociate in fjierul de isire. De
aceast dat, nu vom mai folosi operatorii de gige >> ai claselorEsi fl oat, ci

vom copia, octet cu octet, imaginea biha cheiisi a probabilifitii asociate.
Cheia este situatla adresa& x->key) si are lungimeasi zeof (x- >key), sau
si zeof (E). Probabilitatea este situatla adresa&(x->p) si are lungimea
si zeof (x->p), sausi zeof (fl oat). Operaia de scriere neceditun obiect de tip
of stream output file streamcreat pe baza numeluisferului char *file. Prin

valoareai os: : bi nary din lista de argumente a constructorului clagest r eam

fisierul va fi deschis Tn modul binar de lucgunu Tn modul implicit text.

Fungia de restaurare
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tenpl ate <cl ass E>
int arbore<E>::rest( char *file ) {
ifstreamf( file, ios::binary ); // deschide fisierul
if (!'f ) return O; /'l eroare | a deschidere

del ete root;
root = 0; n=20; // se va crea un nou arbore

E key; float p; // informatia din varful curent
while ( f.read( (char *) &key, sizeof( key ) ) &&
f.read( (char *) &p, sizeof ( p ) )

ins( key, p);

f.close( );
return 1;

}

consti in deschiderea dierului binar cu numele dat de parametaiar *file
prin intermediul unui obiect de tipf stream input file stream citirea celor doa
componente ale figcui varf (cheiakey si frecventa p) si inserarea varfului
corespunztor in arbore. Neavand certitudinea initial arborele este vid, funia
de restaurargterge toate varfurile arborelui Thainte de a incémerarea cheilor
citite din fisier.

Testarea corectitudinii opegidor din claselei f streamsi of streamse realizeax
prin invocarea implicié a operatorului de conversie lant. Acest operator
returneaz false dad starea stream-lui corespunde unei erori, sae, in caz
contrar. Invocarea lui este impligitdeoarece furtdle membrei f stream: read

si of stream :write returnea obiectul invocator, iar sintaxa instrgienii whi | e
solicita o expresie de tip Tntreg. Acest operator de cosieelai nt este metenit
de la clasa os, input-output streamclasi din care sunt derivate toate celelalte
clase utilizate pentru opeide de intrare/igire.

9.6 Backtracking

Backtracking(in traducere aproximatiy “ciautare cu revenire”) este un principiu
fundamental de elaborare a algoritmilor pentru peate de optimizare, sau de
gasire a unor solii care Tndeplinesc anumite conidi Algoritmii de tip
backtracking se bazeape o tehnié special de explorare a grafurilor orientate
implicite. Aceste grafuri sunt de obicei arboriusael puin, nu conin cicluri.

Pentru exemplificare, vom considera o probieclasic: cea a pla&ii a opt
regine pe tabla deah, astfel incat nici unasu intre in zona controlatde o alta.
O metod simplisti de rezolvare este de a incerca sistematic toatebowiile
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posibile de plasare a celor opt regine, verificéhal fiecare dat dad nu s-a
obtinut o soldie. Deoarece in total exist

64
( 8) =4.426165368

combingii posibile, este evidentacacest mod de abordare nu este practic. O
primi Tmburitatire ar fi & nu plagm niciodat mai mult de o regidh pe o linie.
Aceast restrigie reduce reprezentarea pe calculator a unei cardig pe tabla
desah la un simplu vectomosibil[1 .. 8]: regina de pe linig, 1<i < 8, se afi pe
coloana posibil[i], adica Tn poztia (i, posibil[i]). De exemplu, vectorul
(3,1,6, 2,8, 6,4, 7) nureprezind soluie, deoarece reginele de pe liniile tggi
sase sunt pe acegacoloart si, de asemenea, existoua perechi de regine situate
pe aceeg diagonafi. Folosind aceégt reprezentare, putem scrie in mod direct
algoritmul care gseste o soldie a problemei:

procedure reginel
fori, « 1to8do

fori, - 1to 8do

forig — 1to 8do
posibil « (i, iy, ..., ig)
if solwie(posibil) then write posibil
stop
write “nu exist soluie”

De aceast dati, numirul combinaiilor este redus la %= 16.777.216, algoritmul
oprindu-se de fapt ddpce inspecteaz 1.299.852 combiné si gaseste prima
solutie.

Vom proceda acum la o n@dimburititire. Dad introducemsi restrigia ca dod
regine 4 nu se afle pe acegacoloari, o configuraie pe tabla deah se poate
reprezenta ca o permutare a primilor opt intredgokitmul devine

procedure regine2
posibil — permutarea iniala
while posibil # permutarea findland not solwie(posibil) do
posibil — urmitoarea permutare
if solwie(posibil) then write posibil
else write“nu exist soluie”

Sunt mai multe posibiliti de a genera sistematic toate perimi¢ primilor n
intregi. De exemplu, putem pune fiecare din celelemente, pe rand, Tn prima
pozitie, generand de fiecare datecursiv toate permitile celor n-1 elemente
ramase:



Sectiunea 9.6 Backtracking 241

procedure perm(i)
if i =n then utilizeazi(T) {T este o no#i permutare}
else forj < i tondo interschimt T[i] si T[ j]
perm(i+1)
interschimdT[i] si T[ j]

in algoritmul de generare a pernattor, T[1 .. n] este un tablou global itializat
cu [1, 2, ...,n], iar primul apel al procedurii estperm(1). Daa utilizeaz(T)
necesid un timp constant, atungierm(1) necesit un timp in©(n!).

Aceast abordare reduce nuirul de configurai posibile la 8! = 40.320. Dacse
foloseste algoritmul perm atunci pé&a la prima soltie sunt generate 2830
permutiri. Mecanismul de generare a perfnfior este mai complicat decét cel de
generare a vectorilor de opt intregi Tntresil8. Tn schimb, verificarea faptului
dac o configuraie este soltie se face mai gor: trebuie doar verificat dacnu
existi doui regine pe aceghadiagonai.

Chiarsi cu aceste Tmbuatitiri, nu am reyit Tnca sa eliminam o deficiena comuri
a algoritmilor de mai sus: verificarea unei configwi prin “if solwie(posibil)” se
face doar dup ce toate reginele au fost deja plasate peitaBbkte clar & se
pierde astfel foarte mult timp.

Vom rewi si eliminam aceast deficienta aplicand principiul backtracking. Pentru
nceput, reformdm problema celor opt regine ca o probkne @utare Tntr-un
arbore. Spunemacvectorul P[1 .. k] de Tntregi intre 1si 8 estek-promiadtor,
pentru 0< k< 8, da@ zonele controlate de celk regine plasate in potile
(1, P[1]), (2, P[2]), ..., (k, P[K]) sunt disjuncte. Matematic, un vectd? este
k-promitator daa:

Pli1-P[j1 O{i —-j, 0,j =i}, pentruorice i, j<k,i#]j

Pentruk < 1, orice vectoP estek-promitator. Soluiile problemei celor opt regine
corespund vectorilor 8-pronditori.

Fie V multimea vectorilor k-promititori, 0< k < 8. Definim graful orientat
G = <V, M> astfel: P, Q) O M, daa si numai dad existi un Tntregk, 0< k< 8,
astfel TncatP este k-promititor, Q este k+1)-promiator si P[i] = Q[i] pentru
fiecare O<i < k. Acest graf este un arbore cadicina in vectorul vid K = 0).
Varfurile terminale sunt fie sotii (k = 8), fie varfuri “moarte” k < 8), in care
este imposibil de plasat o regipe urnitoarea linie rd ca ea & nu intre Tn zona
controlati de reginele deja plasate. Sgile problemei celor opt regine se pot
obtine prin explorarea acestui arbore. Pentru aceastaste necesati genedm
in mod explicit arborele: varfurile vor fi generaté abandonate pe parcursul
exploririi. Vom parcurge arborel& in adancime, ceea ce este echivalent aici cu o
parcurgere Tn preordine, “coborand” in arbore nuded exist sanse de a ajunge
la o soluie.
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Acest mod de abordare are doavantaje fa de algoritmulregine2. Tn primul
rand, numirul de varfuri in arbore este mai mic decat 8!. Bexxe este dificil &
calcubm teoretic acest nuin, putem nurdra efectiv varfurile cu ajutorul
calculatorului: # = 2057. De fapt, este suficient exploram 114 varfuri pentru a
ajunge la prima solie. In al doilea rand, pentru a decide @am vector este
(k+1)-promiator, cunoscand & este extensia unui vectde-promitator, trebuie
doar ¢ verificim ca ultima regih adiugat sa nu fie pud intr-o poztie controlad
de reginele deja plasate. Ca spreciem cat am e#gat prin acest mod de
verificare, ¢ obserdm ca Tn algoritmulregine, pentru a decide da®m anumit
permutare este o saie, trebuia § verificim fiecare din cele 28 de perechi de
regine de pe tabl

Am ajuns, in fine, la un algoritm performant, casadiseaz toate soltiile
problemei celor opt regine. Din programul principabpeim reging0),
presupundnd&posibil[l .. 8] este un tablou global.

procedure regingk)
{posibil[l1 .. k] estek-promitator}
if k=8 then write posibil {este o soltie}
else {exploreaz extensiile k+1)-promiatoare
ale luiposibil}
forj « 1to 8do
if plasardk, j) then posibil[k+1] ~ j
reging(k+1)

function plasardk, j)
{returneaz true, daa si numai dad se
poate plasa o regirin poztia (k+1,j)}
fori « 1to kdo
if j—posibilli] O {k+1-i, 0,i—+k-1} then return false
return true

Problema se poate generaliza, astfel Tn@plasim n regine pe o talilden linii
si n coloane. Cu ajutorul unor contraexemple, putaita c problema celom
regine nu are in mod necesar o sEuMai exact, pentrun < 3 nu exisi soluie,
iar pentrun = 4 exist cel puin o soldie.

Pentru valori mai mari ale lui, avantajul metodei backtracking este, dgum ne
si asteptim, mai evident. Astfel, Tn problema celor dsprezece regine,
algoritmul regine2 considei 479.001.600 permadti posibile si gaseste prima
soluie la a 4.546.044 configuti@ examinaid. Arborele explorat prin algoritmul
regine cortine doar 856.189 varfuri, prima seile oltindndu-se deja la vizitarea
celui de-al 262-lea varf.
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Algoritmii backtracking pot fi fologi si atunci cand soltile nu au in mod
necesar aceegalungime. Presupunandacnici o soldie nu poate fi prefixul unei
alte soluii, iatd schema generala unui algoritm backtracking:

procedure backtrackv[l .. k])
{v este un vectok-promitator}
if v este o soltie
then write v
else for fiecare vectomw care estel+1)-promititor,
astfel Tncaw[l .. k] = v[1 .. K]
do backtracKw[1 .. k+1])

Exista foarte multe aplicgi ale algoritmilor backtracking. Putieincerca astfel
rezolvarea unor probleme fintilnite Tn capitoleleteaioare: problema colarii
unui graf, problema 0/1 a rucsacului, problema nmloe (cazul general). Tot
prin backtracking puté rezolvasi o variant a problemei comis-voiajorului, in
care admitem & existi orase fara legitura directi intre elesi nu se cere ca ciclul
sa fie optim.

Parcurgerea Tn adancime, folaisih algoritmulregine devinesi mai avantajoas
atunci cand ne mulmim cu o singuf soluie a problemei. Sunt Tissi probleme
pentru care acest mod de explorare nu este avantajo

Anumite probleme pot fi formulate sub forma exglor unui graf implicit care
este infinit. In aceste cazuri, putem ajunge Tuaia de a exploraafa sfasit o
anumi& ramu@ infinitd. De exemplu, Tn cazul cubului lui Rubik, explorare
manipubkrilor necesare pentru a trece dintr-o configigdntr-alta poate cicla la
infinit. Pentru a evita asemenea sifiiaputem utiliza explorarea Tnafime a
grafului. Tn cazul cubului lui Rubik, mai avem asitun avantaj: otinem Tn primul
rand soldiile care necesit cel mai mic nurir de manipuri. Aceast idee este
ilustrati de Exercfiul 9.15.

Am vazut c algoritmii backtracking pot folosi atat explorarémadancime cégi
n latime. Ceea ce este specific tehnicii de explorarektracking este testul de
fezabilitate, conform @ruia, explorarea anumitor varfuri poate fi abandina

9.7 Grafuri sijocuri

Cele mai multe jocuri strategice pot fi reprezeatatib forma grafurilor orientate
in care varfurile sunt podi Tn joc, iar muchiile sunt muiti legale intre doa
pozitii. Daca numarul pozitiilor nu este limitat a priori, atunci graful estefinit.
Vom considera in cele ce urméadoar jocuri cu doi parteneri, fiecare avand pe
rand dreptul la o mutare. Presupunem, de asemesie@curile sunt simetrice
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(regulile sunt aceleapentru cei doi partenerii deterministe (nu exigtun factor
aleator).

Pentru a determina o strategie det@intr-un astfel de joc, vom aga fiecirui
varf al grafului o eticheit care poate fi de géig, pierdere, sau remiz Eticheta
corespunde sitygi unui jucitor care se afl in poztia respectii si trebuie 4
mute. Presupunemacnici unul din judtori nu greeste, fiecare alegand mereu
mutarea care este pentru el optinin particular, din anumite poti ale jocului
nu se poate efectua nici o mutare, astfel de tiorminale neavand podi
succesoare n graf. Etichetele vor fi ggtee Tn mod sistematic astfel:

» Etichetele atgate unei pozii terminale depind de jocul Tn caizDe obicei,
jucatorul care se afl intr-o poziie termina a pierdut.

« O poziie neterminal este o pozie de catig, dad cel puin una din poziile
ei succesoare n graf este o pozide pierdere.

« O poziie neterminal este o pozie de pierdere, ddctoate podiile ei
succesoare n graf sunt pazide ctig.

* Orice poziie care aimas neetichetéteste o pozie de remia.

Daci jocul este reprezentat printr-un graf finit aceglaceast metodi eticheteaz
varfurile Tn ordine topologitinversi.

9.7.1 Jocul nim

Vom ilustra aceste idei printr-o variana jocului nim. Intial, pe mas se afh cel
putin doud bete de chibrit. Primul justor ridica cel puin un hit, lasdnd pe mas
cel puin un kit. n continuare, pe rand, fiecare for ridica cel puin un bit si
cel mult de doa ori numirul de bee ridicate de @tre partenerul de joc la mutarea
anterioa#. Cétiga jucatorul care ridi@ ultimul bat. Nu exist remize.

O poztie in acest joc este specifidadtat de nuriirul de bee de pe tahl, catsi de
numarul maxim de bes care pot fi ridicate la urihoarea mutare. Véarfurile
grafului asociat jocului sunt perechi,§>, 1<j <1, indicand @& pot fi ridicate cel
mult j bete din celei bete de pe mas Din varful <, j> plead@ j muchii citre
varfurile < -k, min(2k, i—k)>, 1<k<j. Varful corespuniztor poztiei initiale
intr-un joc cun bete, n= 2, este \, n-1>. Toate varfurile pentru care a dou
componerd este zero corespund unor pgizierminale, dar numai varful <0, 0>
este interesant: varfurilei<0>, pentrui > 0, sunt inaccesibile. Tn mod similar,
varfurile <, j>, cuj imparsi j <i-1, sunt inaccesibile. Varful <0, 0> corespunde
unei poziii de pierdere.
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Figura 9.3 Graful unui joc.

Figura 9.3 repreziatgraful corespun#or jocului cu cinci bee initiale: varfurile
albe corespund potilor de c&tig, varfurile gri corespund podgilor de pierdere,
muchiile “continue” corespund madlor prin care se cdiga, iar muchiile
“punctate” corespund maitilor prin care se pierde. Dintr-o pai& de pierdere nu
pleaa@ nici o muchie “contind”, aceasta corespunzand faptuld din astfel de
pozitii nu exis& nici o mutare prin care se poatestiga.

Se obser¥ ci jucatorul care are prima mutare Tntr-un joc cu dptrei, sau cinci
bete nu are nici o strategie destid, dar are o astfel de strategie intr-un joc cu
patru bee.
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Urmatorul algoritm recursiv determindac o poztie este de cdig.

function rec(i, j)
{returneaz true daci si numai daé varful
<i, j> reprezini o poztie de catig;
presupunemax0<j <i}
for k « 1to jdo
if not rec(i -k, min(2Z, i —K)) then return true
return false

Algoritmul are acelgi defect casi algoritmul fibl (Capitolul 1): calculeai in
mod repetat anumite valori. De exemplwec(5, 4) returneax false dupa ce a
apelat succesiv

rec(4, 2),rec(3, 3),rec(2, 2),rec(1, 1)
Darrec(3, 3) apeleay, de asemeneaec(2, 2)si rec(l, 1).

Putem evita acest lucru, construind prin prograrmatgamié o matrice booleah
globak, astfel TncatGli, j] = true, dad si numai daé <i, j> este o pozie de
castig. Fie n numarul maxim de be folosite. Ca de obicei in programarea
dinamicd, calcuim matriceaG de jos Tn sus:

procedure din(n)

{calculeaz de jos in sus matrice@[1..n, 1.n]}

G[0, 0] ~ false

fori « 1tondo

forj -« 1toido

k «— 1
while k <j and G[i -k, min(Z, i k)] do k ~ k+1
Gli, j] < not G[i—k, min(Z, i k)]

Prin tehnica progra#rii dinamice, fiecare valoare a |@ este calculato singus
dati. Pe de alt parte Tn§, Tn acest context multe din valorile G sunt calculate
n mod inutil. Astfel, este inutilas| calculim peGli, j] atunci cAnd este impaki

j <i-1. lata si un alt exemplu de calcul inutiktim ci <15, 14> este o potée de
castig, imediat ce am aflatacal doilea succesor aks, <13, 4>, este o pozé de
pierdere; valoarea lu(12, 6) nu mai este utilin acest caz. Nu exitinsa nici
un raionament “de jos Tn sus” pentru a nu-l calculaGjé2, 6]. Pentru a-l calcula
pe G[15, 14], algoritmuldin calculeaz 121 de valoriG[i, j], Tnsi utilizeaz
efectiv doar 27 de valori.

Algoritmul recursivrec este ineficient, deoarece calculéamumite valori in mod
repetat. Pe de dltparte, datort rationamentului “de sus n jos”, nu calcul@éaz
niciodati valori pe care &nu lesi utilizeze.

Rezul& ca avem nevoie de o metddcare & Tmbine avantajele formafii
recursive cu cele ale progréni dinamice. Cel mai simplu ested sadiugam
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algoritmului recursiv dfunctie de memoriecare 4 memoreze dacun varf a fost
deja vizitat sau nu. Pentru aceasta, definim matricbooleah globak
init[0 .. n, 0 ..n], initializata cufalse

function nim(i, j)
if init[i, j] then return GJi, j]
init[i, j] < true
for k « 1toj do
if not nim(i &k, min(2k, i-k)) then GJi, j] < true
return true
G[i, j] ~ false
return false

Deoarece matrice@it trebuie intializata, aparent nu am géigat nimic fga de
algoritmul care folosge programarea dinamic Avantajul ohinut este Tnd mare,
deoarece opetm de intializare se poate face foarte eficient, dupum vom
vedea in Setunea 10.2.

Cand trebuie & soluionam mai multe cazuri similare ale acelgigprobleme,
meritd uneori & calcuim cateva rezultate auxiliare carg goat fi apoi folosite
pentru accelerarea salanarii fiecarui caz. Aceast tehniad se numete
precondtionare si este exemplificat in Exerctiul 9.7.

Jocul nim este suficient de simplu pentru a permit® rezolvare mai eficieat
decat prin algoritmulnim, fara a folosi graful asociat. Algoritmul de mai jos
determiri strategia de adig folosind precondionarea. Intr-o pozie initiala cun
bete, se apeledizla Tnceputprecondn). Se poate d@ta ci un apelprecondn)
necesid un timp Tn®(n). Dupd aceea, orice apehutargi, j), 1<j <i, returneaz
intr-un timp Tn©(1) céate bee < fie ridicate din poazia <i, j>, pentru o mutare de
céstig. Daa pozitia <i, j> este de pierdere, Tn mod conviemal se indid
ridicarea unui Bt, ceea ce Tntirzie pe céat posibil pierderea indiltaa jocului.
Tabloul T [0 .. n] este global.

procedure precondn)
T[0] « =
fori « 1tondo
k1
while T[i—k] < 2k do k « k+1
T[] « k

function mutare(i, j)
if j <T[i] then return 1 {prelungste agonia!}
return T[i]

Nu vom demonstra aici corectitudinea acestui altori
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9.7.2 Sahul si tehnica minimax

Sahul este, desigur, un joc mult mai complex dea&u] nim. La prima vedere,
graful asociatsahului conine cicluri. Exist Tnsi reglemendri ale Federdei
Interngionale deSah care previn intrarea intr-un ciclu. De exempde, declax
remizi o partichi dupa 50 de muidri Tn care nu are loc nici o dane ireversibif
(mutarea unui pion, sau eliminarea unei piese).obitit acestor reguli, putem
considera & graful asociatahului nu are cicluri.

Vom eticheta fiecare varf ca pae de catig pentru Alb, poziie de catig pentru
Negru, sau remiz Oda# construit, acest graf ne permit& gicam perfectsah,
adica si c&tigam mereu, cand este posibiki sa pierdem doar cand este
inevitabil. Din nefericire (din fericire pentru jawrii de sah), acest graf came
atatea varfuri, Tncat nu poate fi explorat comphati cu cel mai puternic
calculator existent.

Deoarece o @utare complet in graful asociat jocului deah este imposibi, nu
putem folosi tehnica prograimi dinamice. Se impune atunci, Tn mod natural,
aplicarea unei tehnici recursive, care modeleze raonamentul “de sus in jos”.
Aceast tehnia (numiti minimaX este de tip euristicgsi nu ne ofe# certitudinea
céstigarii unei partide. ldeea de bazeste urrmitoarea: fiind Tntr-o pozie
oarecare, se alege una din cele mai buneimpbsibile, explorand doar o parte a
grafului. Este de fapt o modelare atiomamentului unui jugtor uman care
gandete doar cu un mic nuin de mutri Tn avans.

Primul pas esteasdefinim o fungie de evaluare staticeval care atribuie o
anumit valoare fiedrei poziii posibile. Tn mod idealevalu) va crate atunci
cand pozia u devine mai favorabil Albului. Aceast functie trebuie & tind cont

de mai mufi factori: numirul si calitatea pieselor existente de ambelgrtp

controlul centrului tablei, libertatea de goare etc. Trebuie as facem un
compromis intre acuratea acestei fund si timpul necesar calcétii ei. Cand se
aplici unei poziii terminale, funcia de evaluare trebuieigeturnezet+o dad a

castigat Albul, -0 dad a c&tigat Negrulsi 0 dac a fost remia.

Daca functia de evaluare staticar fi perfeci, ar fi foarte yor s determirim care
este cea mai bdnmutare dintr-o anumit pozitie. S presupunem & este randul
Albului sa mute din pozia u. Cea mai buih mutare este cea care 1l duce Tn pi@zi
v, pentru care

evalv) = max{evalw) | w este succesor al lui}
Aceast pozitie se determim astfel:

val « —o
for fiecarew succesor al luu do
if evalw) = val then val — evalw)
V « W
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Complexitatea jocului deah este insatat de mare incat este imposikilgisim o
astfel de funge de evaluare perfext

Presupunandacfunctia de evaluare nu este perfgcb strategie bunpentru Alb
este & prevad ca Negrul va replica cu o mutare care minimiz#danctia eval
Albul gandete astfel cu o mutare in avans, iar ftuacde evaluare este calcuiat
n mod dinamic.

val « -
for fiecarew succesor al luu do
if wnu are succesor
then valw ~ evalw)
else valw — min{evalx) | x este succesor al lw}
if valw=val then val —~ valw
VW

Pentru a agugasi mai mult dinamism fungei eval, este preferabilainvestigim
mai multe muiri in avans. Din pozia u, analizdndn mutiri in avans, Albul va
muta atunci in pozia v dat de

for fiecarew succesor al luu do
if negruw, n) = val then val « negruw, n)
V « W

Fungiile negrusi alb sunt urnitoarele:

function negruw, n)
if n=0o0r wnu are succesori
then return eval(w)
return min{alb(x, n-1) | x este succesor al lwi}

function alb(x, n)
if n=0o0r X nu are succesori
then return eval(x)
return max{negruw, n-1) |w este succesor al lx}

Acum intelegem de ce aceastehnici este numit minimax: Negrul Tnceafcsa
minimizeze avantajul pe care il permite Albuluir illbul inceard si maximizeze
avantajul pe care il poate gihe la fiecare mutare.

Tehnica minimax poate fi Tmbdtatita Tn mai multe feluri. Astfel, explorarea
anumitor ramuri poate fi abandofiatmmai curadnd, dat din informaia pe care o
detinem asupra lor, deducemi cele nu mai pot influeta valoarea véarfurilor
situate la un nivel superior. Acasimburititire se numete retezare alfa-beta
(alpha-beta pruninysi este exemplificat in Figura 9.4. Presupunénd wvalorile
numerice atgate varfurilor terminale sunt valorile futiei eval calculate Tn
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cine muta: regula:
Albul max
Negrul min
Albul \ \® max
Negrul o min

Figura 9.4 Retezare alfa-beta.

pozitile respective, celelalte valori se pot calculainprtehnica minimax,
parcurgand arborele Tn postordine. tDlem succesivevalb) =5, eval f) = 6,
evalg) = 3. In acest momentim deja @& evalc) < 3 si, fara si-l mai calcuim pe
eval(h), ohbtinem valoareaevala) =5. Cu alte cuvinte, la o anurditfaza a
exploririi am dedus & putem abandona explorarea subarboreluiadicina inh
(1l putem “reteza”).

Tehnica minimax determinin final strategia reprezentatin Figura 9.4 prin
muchiile continue.

9.8 Grafuri AND/OR

Multe probleme se pot descompune intr-o serie depmableme, astfel Tncét
rezolvarea tuturor acestor subprobleme, sau a udor&le, 4 duci la rezolvarea
problemei infiale. Descompunerea unei probleme complexe, in mewdirsiv, in
subprobleme mai simple poate fi reprezentatintr-un graf orientat. Aceast
descompunere se nugte reducerea problemesi este folosid in demonstrarea
automat, integrare simbolig si, Tn general, in inteligema artificiak. Intr-un graf
orientat de acest tip vom permite unui varf neterahiv oarecare dalialternative.
Varful v este de tipAND daci reprezini o probleni care este rezolvatdoar daga
toate subproblemele reprezentate de varfurile adiacdotev sunt rezolvate.
Varful v este de tipOR dac reprezini o problend care este rezolvatdoar daé
cel puin o subprobleri reprezentat de varfurile adiacente Iw este rezolvat
Un astfel de graf este de tiND/OR.

De exemplu, arborelAND/OR din Figura 9.5 repreziatreducerea problemei.
Varfurile terminale repreziit probleme primitive, marcate ca rezolvabile
(varfurile albe), sau nerezolvabile (varfurile griarfurile neterminale repreziit
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Figura 9.5Un arboreAND/OR.

probleme despre care nu sie a priori daé sunt rezolvabile sau nerezolvabile.
Varful A este un varfAND (maram aceasta prin unirea muchiilor care plgadn
A), varfurile C si D sunt varfuriOR. Si presupunem acunmiaaorim g aflim daa
problemaA este rezolvabil. Deducem succesivacproblemeleC, D si A sunt
rezolvabile.

intr-un arbore oarecardND/OR, urmitorul algoritm determia daci problema
reprezentat de un varf oarecara este rezolvabil sau nu. Un apes$ol(u) are ca
efect parcurgerea in postordine a subarborelui @icina Tn u si returnarea
valorii true, dad si numai daé problema este rezolvahil

function sol(v)
case
v este terminal: if v este rezolvabil
then return true
else returnfalse
v este un VirfAND: for fiecare virfw adiacent luiv do
if not sol(w) then return false
return true
v este un VirfOR: for fiecare virfw adiacent luivdo
if sol(w) then return true
return false

Casi Tn cazul reteirii alfa-beta, dag Tn timpul exploérii se poate deduceicun
varf este rezolvabil sau nerezolvabil, se abandehexplorarea descendghor
sdi. Printr-o modificare simgl, algoritmul sol poate afja strategia de rezolvare a
problemei reprezentate de, adic subproblemele rezolvabile care conduc la
rezolvarea problemei dia.

Cu anumite modifigri, algoritmul se poate aplica asupra grafurilAND/OR
oarecare. Similar cu tehnica backtracking, explesarse poate face atat in
adancime (ca in algoritmwlol), catsi Tn latime.
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9.9 Exerci fii

9.1 Intr-un arbore binar deaatare, care este modul de parcurgere a varfurilor
pentru a obine lista ordonait cresétor a cheilor?

9.2 Fiecarei expresii aritmetice Tn care apar numai operabdmari i se poate
atasa Tn mod natural un arbore binar. tD&xemple de parcurgere in inordine,
preordinesi postordine a unui astfel de arbore. Seioldiferite moduri de scriere
a expresiilor aritmetice. Astfel, parcurgerea Tnstwodine genereaz scrierea
postfixaé menionati in Seciunea 3.1.1.

9.3 Fie un arbore binar reprezentat prin adrese, astfeat varfuli (adic
varful a cirui adred estei) este memorat in trei logadiferite cortinand:

VALJ[i] = valoarea varfului

STi] = adresa fiului stadng

DRJi]

(Daca se folosete o implementare prin tablouri paralele, atuncresgle sunt
indici de tablou). Presupuneni wariabilaroot contine adresaadacinii arborelui
si ca o adregd este zero, ddicsi numai dad varful citre care se face trimiterea
lipseste. Scriei algoritmii de parcurgere Tn inordine, preordigiepostordine a
arborelui. La fiecare consultare gdii valoarea varfului respectiv.

adresa fiului drept

Solutie: Pentru parcurgerea in inordine afmlinordineg(root), inordine fiind
procedura

procedure inordine(i)
if i #0then
inordine(ST[i])
write VALJ[I]
inordineg(DRYi])

9.4 Dati un algoritm care folosge parcurgerea) Tn adancimeii) in latime
pentru a afla nu#rul componentelor conexe ale unui graf neorientht.
particular, pute determina astfel dd@cgraful este conex. Fagieo comparae cu
algoritmul din Exerdiiul 3.12.

9.5 Intr-un graf orientat, folosind principiul parcungiein litime, elaborgé un
algoritm care gseste cel mai scurt ciclu care ctine un anumit varf dat. In locul
parcurgerii Tn &time, putei folosi parcurgerea in adancime?
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9.6 Revedei Exercitiul 8.8. Scriei un algoritm care #sete Tnchiderea
tranzitiva a unui graf orientat. Fologi parcurgerea in adancime saitime.
Comparai algoritmul olgzinut cu algoritmul lui Warshall.

9.7 Intr-un arbore cu#dicina, elaborai un algoritm care verifig pentru dod
varfuri oarecares si w, dac w este un descendent al i (Pentru ca problemais
nu deviri triviala, presupunemzvarfurile nu coinin adresa tatui).

Indicatie: Orice soldwie direci necesii un timp Tn Q(n), in cazul cel mai
nefavorabil, unden este nurarul varfurilor subarborelui cuadacina inv.

latdi un mod indirect de rezolvare a problemei, cares dst principiu avantajos
atunci cand trebuieasverificim mai multe cazuri (perechi de varfuri) pentru
acelai arbore. Fiepreordl .. n] si postordl .. n] tablourile care cofin ordinea
de parcurgere a varfurilor in preordine, respedtivpostordine. Pentru oricare
doua varfuriv si w avem:

preordv] < preordw] = w este un descendent al i
sauv este la stdnga luv Tn arbore

postordv] > postordw] = w este un descendent al Wi
sauv este la dreapta lw Tn arbore

Deci, w este un descendent al idad si numai daa:

preordv] < preordw] si postordv] > postordw]

B

Dupa ce calcuim valorile preord si postord intr-un timp in ©(n), orice caz
particular se poate rezolva intr-un timp &{1). Acest mod indirect de rezolvare
ilustreaz metoda precondionarii.

9.8 Fie A arborele paial generat de parcurgerea in adancime a grafului
neorientat conexG. Demonstréd ca, pentru orice muchie \{ w} din G, este
adevirata urmatoarea proprietatev este un descendent sau un ascendent aklui
n A.

Solutie: Dacd muchiei {v, w} 1i corespunde o muchie A, atunci proprietatea
este evident adavati. Putem presupune deci @arfurile v si w nu sunt adiacente
in A. Fird a pierde din generalitate, putem consideiav @ste vizitat Tnaintea lui
w. Parcurgerea n adancime a grafuiinseama, prin definitie, ci explorarea
varfului v nu se incheie decéat dupge a fost vizitatsi varful w (tinAnd cont de
existena muchiei {, w}). Deci, v este un ascendent al lwitn A. 9.9 Dac v
este un varf al unui graf conex, demonstid v este un punct de articulare, dac
si numai daé existi doua varfuri a si b diferite dev, astfel incat orice drum care
il conecteaZ pea cub trece Tn mod necesar prin
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9.10 Fie G un graf neorientat conex, dar gubiconex. Elabora un algoritm
pentru gisirea mufimii minime de muchii careasfie adiugat lui G, astfel TncatG
si devini biconex. Analiza algoritmul olyinut.

9.11 Fie M[1..n,1..n] o matrice booleah care reprezirt un labirint Tn
forma unei table dgah. In general, pornind dintr-un punct dat, estenps si

mergei citre punctele adiacente de pe acgdimie sau coloa#. Prin punctul , j)

se poate trece dacsi numai dad M(i, j) este true. Elaborai un algoritm
backtracking care Zseste un drum intre colirile (1, 1)si (n, n), da@ un astfel de
drum exist.

9.12 1n algoritmulpermde generare a permiutlor, Tnlocuiti “utilizeazi(T)” cu
“write T " si scrieti rezultatul afsat deperm(1), pentrun = 3. Facé apoi acelai
lucru, presupunandactabloul T este iniializat cu jh, n-1, ..., 1].

9.13 (Problema submuimilor de suna dati). Fie mutimea de numere pozitive
W={w,, ...,w.} si fie M un numir pozitiv. Elabora un algoritm backtracking
care dgiseste toate submuimile lui W pentru care suma elementelor ekte

Indicatie: Fie W= {11, 13, 24, 7}si M = 31. Cel mai important lucru este cum
reprezentm vectorii care vor fi varfurile arborelui generdata doud moduri de
reprezentare pentru sala (11, 13, 7):

i) Prin vectorul indicilor: (1, 2, 4). In acedsteprezentare, vectorii saie au
lungimea variabd.
ii) Prin vectorul booleax = (1, 1, 0, 1), und[i] = 1, da& si numai dad w; a

fost selectat Tn sotie. De aceadt dati, vectorii soldie au lungimea
constani.

9.14 Un cal este plasat in pa@ arbitraé (i, j), pe o tabd de sah den xn
patrate. Concep@ un algoritm backtracking care determim?~1 mutiri ale
calului, astfel Tncat fiecare pam de pe tall este vizitali exact o dat
(presupunéndxo astfel de secvefh de muitiri existi).

9.15 Gasiti un algoritm backtracking capabik gransforme un intreg intr-un
intregm, aplicand cat mai pine transfornari de formaf(i) = 3i si g(i) =Li/2]. De
exemplu, 15 poate fi transformat in 4 folosind patransforniri: 4 = gfgg(15).
Cum se compodtalgoritmul dad este imposibil de transformat astfefin m ?
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9.16 Modificati algoritmul rec pentru jocul nim, astfel Tncatisreturneze un
intregk:

i) k=0, daa pozitia este de pierdere.
ii) 1<k<j, dad “aluak bete” este o mutare de gtig.

9.17 Jocul lui Grundy seafma foarte mult cu jocul nim. Inial, pe mag se afh

0 singu# grimadi den bee. Cei doi judtori au alternativ dreptul la o mutare. O
mutare congt din impartirea uneia din gimezile existente Tn daugramezi de
marimi diferite (da@ acest lucru nu este posibil, adidaa toate gidmezile
constau din unul sau débee, jucitorul pierde partida). Cai la nim, remiza este
exclugi. Gasiti un algoritm care & determine dat o poziie este de clig sau de
pierdere.

9.18 Tehnica minimax modeleédzeficient, dar in acekd timp si simplist,
comportamentul unui jutor uman. Una din presupunerile noastre a fashii
unul dintre judtori nu greeste. Tn ce misuri raimine valabii aceast tehnici dac
admitem d@: i) jucatorii pot & greseasa@, ii) fiecare judtor nu exclude
posibilitatea ca partenerudi $aca greseli.

9.19 Daa graful ohkinut prin reducerea unei probleme agievarfuri care nu
sunt de tipAND sau de tipOR, aratati ca prin adiugarea unor varfuri fictive
putem transforma acest graf intr-un gfD/OR.

9.20 Modificati algoritmul sol pentru a-l putea aplica grafuriloAND/OR
oarecare.



10. Derivare publica,
functii virtuale

Derivarea publig si functiile virtuale sunt mecanismele egale pentru
programarea orientatpe obiect in limbajul C++. Cele dédwexemple prezentate in
acest capitol au fost alese pentru a ilustra nu aiumlegama deosebit a
progranirii orientate pe obiect, oii problemele care pot apare atunci cand se fac
greseli de proiectare.

10.1 Ciurul lui Eratostene

Acest exemplu este construit pornind de la un coobsalgoritm pentru
determinarea numerelor prime. Geografiil astronomul grec Eratostene din
Cirena (sec. Ill a.Ch.) a avut ideea de a transboproprietatea numerelor prime
de a nu fi multiplii nici unuia din numerele mai enidecat ele, intr-un criteriu de
selegie (cernere): dinsirul primelor primelorn numere naturale se eliminpe
rand multiplii lui 2, 3, 5 etc, elementeléamase fiind cele prime. Astfel, 2 fiind
prim, dinsir se elimirh multiplii lui 2 adica 4, 6, 8 etc. Urratorul numnir raimas
este 3, deci 3 este prigi se vor elimina numerele 9, 15, 21 etc, multipglari ai
lui 3 fiind deja eliminai. Si asa mai departe, pénla determinarea tuturor
numerelor prime mai mici decat un nandat.

Implementarea ciurului lui Eratostene prezeatam continuare nu este foarte
eficienti ca timp de exeaie si memorie utilizai. Tn schimb, este atat de
“orientati pe obiect”, incat merit si fie prezentat ca una din cele mai tipice
aplicaii C++. Ciurul este construit dintr-ugir de site si un generator de numere
numit contor. Fiecare sit corespunde unui nuim prim. Ea solicii valori
(numere) de cernut de la sita uitmare si lasd sa tread, returnand sitei
anterioare, doar acele valori care nu sunt mult@plhunirului prim corespunztor
sitei. Ultimul element Tn aceasstructuti de site este contorul, care nu face decét
sid genereze numere, radnd pe rand. Primul elementastal propriu-zis, din care
vor iesi doar numere prime. In plus, ciurul mai are saacide a crea sita
corespuniatoare nundrului prim tocmai determinat.

La inceput, avem doar ciurgi contorul, acesta din uriminitializat cu valoarea 2
(Figura 10.1). Prima valoare ext#asin ciur estesi prima valoare returnatde

Implementarea este prelaatin R. Sethi, Programming Languages. Concepts and Constiucts
Setiunea 6.7.

255
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contor (2) contor (3) contor (4)
v v
V
| sita() | | sita(2) |
v v
‘ ciur ‘ ‘ sita (3) ‘

ciur

Figura 10.1 Ciurul lui Eratostene.

contor,si anume 2. Dup aceast primi itergie, contorul va avea valoarea 3, iar
Tntre ciursi contor se va insera prima &jtsiti corespunztoare lui 2. Ciurul va
solicita o nod valoare sitei 2 care, la randul ei, va solicitanoua valoare
contorului. Contorul emite 3, schimbanduvaloarea la 4, 3 va trece prin sitsi2
va ajunge la ciur. Imediat, sita 3 se insekehrlista existent.

Contorul, la solicitarea ciurului, solicitare tranisa sitei 3, apoi sitei 2, va
returna in continuare 4. Valoarea 4 nu trece da it dar sita 2 insi8f caci
trebuie 4 raspundi solicitarii primite, astfel incat va primi un 5. Acedstaloare
trece de toate sitelg lista are un nou element. Continuadnd procesuhstatm ca
6 se blocheaxla sita 2, 7 trece prin toate sitele (5, 3, 2}, valorile 8si 9 sunt
blocate de sitele 2, respectiv 3. La un moment datitorul va avea valoareg
iar Tn lista vor fi sitele corespuritzoare tuturor numerelor prime mai mici decét

Pentru implementarea acestui comportament, averoieede o lisi Tnlantuita, Tn
care fiecare element este suide valori pentru predeceseirisi cunoate propria
surgi (elementul succesor). Altfel spus, fiecare elemarg cel ptin doi membri:
adresa sursaii functia care cerne valorile.

class element {

public:
element( element *src ) { sursa = src; }
virtual int cerne() { return 0; }

protected:
element *sursa;

kh

Acest element este un prototip, deoarece lista doe trei tipuri diferite de
elemente, diferemate prin funtia de cernere:
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* Ciurul, care creeaizsite.
+ Sitele, care cern valorile.
e Contorul, care doar generaavalori.

Cele trei tipuri fiind particularizri ale tipului element , le vom deriva public din
acesta, creand astfel trei subtipuri.

class contor: public element {

public:
contor(intv): element( 0) { valoare =v; }
int cerne( ) { return valoare++; };

private:
int valoare;

I3

class ciur: public element {

public:
ciur( element *src ): element( src) {}
int cerne();

class sita: public element {

public:
sita( element *src, int f ): element(src) { facto r=f}
int cerne();

private:
int factor;

I3

Clasacontor este definif complet. Primul element generat (“cernut”) estabslit
prin v, parametrul constructorului. Pentru clesta , funcia de cernere este mult
mai selectii. Ea solicit de la surs valori, par cand primete o valoare care nu
este multiplu al propriei valori.

int sita::cerne() {
while (1) {
int n = sursa->cerne( );
if ( n % factor ) return n;

Pentru ciur- ul propriu-zis, fungia de cernere nu mai are nimic de cernut.
Valoarea primii de lasita surgi este Tn mod sigur un ndmprim, motiv pentru
careciur- ul va creasita corespunitoare.
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int ciur::cerne( ) {

int n = sursa->cerne( );
sursa = new sita( sursa, n);
return n;

}
Se obser¥ cid noua sii este credisi inserati in ciur printr-o singut instrugiune:

sursa = new sita( sursa, n);

al carei efect poate fi exprimat astfel: sursa noduliur este o nod@i sita  (cu
valoarean) a drei surd va fi sursa actuala ciurului. O astfel de opetia de
inserare este una dintre cele mai uzuale n lucuuliste.

Prin programul urr@tor, ciurul descris poate fi pus in fuiene pentru
determinarea numerelor prime mai mici decét o atiivaloare.

#include <iostream.h>

#include <stdlib.h>

#include <new.h>

/I definitiile claselor element, contor, ciur, sita

void no_mem( ) { cerr << "no_mem"; exit(1); }

int main( ) {
_new_handler = no_mem;
int max;
cout << "max ... "; cin >> max;

ciur s( &contor( 2));
int prim;

do {
prim = s.cerne();
cout << prim <<'";
} while ( prim < max );
cout << \n';

return O;

}

Inainte de a introduce valonmhax prea mari, este bineisvi asigurai ci stiva
programului este suficient de mageca avei suficient de mult memorie libe#
pentru a fi alocat dinamic.

Folosind cunsetintele expuse p&n acum, acea$t ciudaé implementare a
algoritmului lui Eratostene nu are curi finctioneze. lai cel puin dowa motive:
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« In instruaiunea intn=sursa->ceme() din clasele sita si ciur ,
membrul sursa , mostenit de la clasa de bazlement , este de tip pointer la
element , deci fungia ceme() invocat este cea definitin clasaelement . Tn
consecimd, ceea ce se oime ar trebui & fie unsir infinit de O-uri (desigur, Tn
limita memoriei disponibile).

e Existda o nepotrivire intre argumentele formale (de tipnter laelement ) ale
constructorilor claselorciur , sita si argumentele actuale cu care sunt
invocai acesti constructori. Astfel, constructorul claseiur este invocat cu
un pointer lacontor , iar constructorul clasedita este invocat prima datcu
un pointer lacontor si apoi cu pointeri lasita

Elementele esegiale Tn elucidarea acestor aspecte sunt deilr publice si
definitia din clasaelement :

virtual int cerne( ) { return 0; }

Prin derivaregublic , tipurile ciur , sita si contor sunt subtipuri ale tipului de
baz element . Conversia de la un subtip (tip derivat public)tipul de bai este
0 conversie sigur, bine defini. Membrii tipului de baz vor fi totdeauna corect
initializati cu valorile membrilor respectivi din subtip, iaalorile membrilor din
subtip, care nu se régesc in tipul de ba&z se vor pierde. Din acelgiamotive,
conversia subtip-tip de bazse extindesi asupra pointerilor sau refetwlor.
Altfel spus, Tn orice situg&e, un obiect, un pointer sau o refgtina un obiect
dintr-un tip de ba#, poate fi inlocuit cu un obiect, un pointer saveberinta la un
obiect dintr-un tip derivat public.

Declargia virtual din funaia cerne() permite implementaredegaturilor
dinamice Prin redefinirea fungei ceme() n fiecare din subtipurile derivate din
element , se permite invocarea difergata a funaiilor cerne() printr-o sintax
unica:

sursa->cerne( )

Daci sursa este de tip pointer lelement , atunci, dug cum am precizat mai sus,
oricand este posibil ca obiectslrsa si fie dintr-un tip derivat dinelement .
Funaia ceme() fiind virtuald Tn tipul de baiz, functia efectiv invocat nu va fi
cea din tipul de baiz ci cea din tipul actual al obiectului invocatoAcest
mecanism implig@ stabilirea unei leguri dinamice, Tn timpul exegiei
programului, ntre tipul actual al obiectului invattor si functia virtuala.

Datorita faptului c definitia din clasa de baza funaiei cerne() , practic nu are
importarta, este posibil o0 lisam nedefinit:

virtual int cerne() = 0;
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Consecima acestei auni este & nu mai putem defini obiecte de tiglement ,
clasa putand servi doar ca Bagentru derivarea unor subtipuri. Astfel de fuhc
se numeswirtuale pure iar clasele respective sunt numiiase abstracte

10.2 Tablouri inifializate virtual

Tabloul, una din cele mai simple structuri de datge drept caracteristic

principak adresarea elementelor sale Tn timp constantifiegp sau modificarea
valorii unui element de tablou sunt opgracare necesit un timp constant,
independent de factori cum ar fi pgai (indicele) elementului, sau faptuf este

neinitializat, inttializat sau chiar modificat de mai multe ori.

Adresarea elementelor pentru citirea sau modifiaaralorilor lor, operge
numiti indexare este consideratoperaia fundamental asociai structurii de
tablou. Chiar dax este yor de implementat, cu un timp de exé@euconstant (vezi
operatorul de indexare din clatblou<T> , Seciunea 4.1.3), uneori indexarea se
dovedate a fi costisitoare. Algoritmuhim ne-a pus in fia unei astfel de situi:
tabloul init este util doar dacpoate fi nu numai adresat, giinitializat in timp
constant, timp imposibil de atins Tn coride initializarii fiecarui element prin
operatorul de indexare. Aparent, tabloul nu se ga#tla o astfel de inializaresi
deci ar fi bine 8 lucram cu o al# structuti. De exemplu, cu o ligta elementelor
modificate. Valoarea orirui element este cea memotain lista, sau este o
valoare impliciti, da& el nu apare aici. lmializarea nu mai depinde, Tn aceast
situgie, de nundrul elementelor, dar nici adresarea nu mai estp@raie cu timp
constant de execie!

Initializarea unui tablou in timp constant, impréwu accesarea elementelor tot
n timp constant, sunt dducerine aparent contradictorii pentru structura de
tablou. Eliminarea contradfi@i, Tn caz @& este posibd (si este), impune
completarea tabloului cu o naduoperaie elementat, inifializarea, precumsi
modificarea corespuiroare a operatorului de indexare. tem un alt tip de
tablou, Tn care elementele nu mai sunttializate efectiv, fiecare in parte, ci
virtual, printr-un operator de itializare globai.

in continuare, vom prezenta o structude tablou iniializat virtual, precumsi
implementarea corespudtpare in limbajul G+.

Ideea acestei structuri este sugehatA. V. Aho, J. E. Hopcrofti J. D. Ullman,“The Design and
Analysis of Computer Algorithms”
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Figura 10.2 Structura de tablou itielizat virtual.

10.2.1 Structura

Intreaga construce se bazeazpe o idee similar cu mai sus meionata list a
elementelor modificate. Este o idee cat se poatenaral, completai cu o
ingenioad modalitate de evitare a parcurgerii secyel® a listei.

Tabloului initializat virtual a i se asociaz un tabloub, in care sunt memorate
pozitile elementelor modificate. De exemplu, das-au modificat elementele
af3] , al0] si a[4] , atunci primele trei pozi din b au valorile3, 0 si 4. Se
observa & b este o list implementai secvenial, sub forma unui tablou.

Daca nici o poziie dinb nu a fost ocupat atunci orice element dia are valoarea
implicita (stabilita apriori). Da@ b este complet ocupat, atunci toate elementele
din a au fost modificate, deci valorile lor pot fi gbute direct din locdile
corespunitoare dina. Pentru evidera locgiilor ocupate din listab (si implicit a
celor libere), vom folosi variabilab, variabik initializata cu-1 .

Cum procedm in cazul general, cand doar o parte din elemeate fost
modificate? Nu vom parcurge logde ocupate dinb, ci va trebui 8 decidem in
timp constant dac un anumit element, de exemphjl] , a fost sau nu a fost
modificat. Pentru a atinge aceasiperformani”, vom completa structura cu un
alt tablou, tabloulp, Tn care sunt memorate po#ie din b ale fiedrui element
modificat (Figura 10.2).

Tabloul p, tablou paralel cu tablowd, se intializeaz pe misura ce elementele din
a sunt modificate. Tn exemplul nostrp[3] este0 deoarece elementa[3] a fost
modificat primul, ocupand astfel prima pdezi in b. Apoi, p[0] estel pentru @
al0] este al doilea element modificat, ig[d] are valoare® deoarece al treilea
element modificat a fosd[4] . Valoarea luia[l] , valoare nemodificat se oline
prin intermediul tablourilop si b astfel:
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o Daa p[l] nu este o porzie valida in b, adici 0 > p[1] saup[l] > sb, atunci
a[l] nu a fost modificati are valoarea implicit

 Dac p[l] este o pozie valida in b, atunci, pentru call] si nu aili valoarea
implicita, b[p[l]] trebuie 4 fie 1. Deoarecea[l] nu a fost modificat, nici o
pozitie ocupai din b nu are Tn& valoareal. Deci,a[l] are valoarea implicit

Sia vedem acum ce se intamippentru un element deja modificat, cum eaf@ .
Valoarea luip[0] corespunde unei paZiiocupate dinb, iar b[p[0]] esteO0, deci
al0] nu are valoarea implicit

10.2.2 Implementarea (o varianta de nota sase)

Tabloul initializat virtual cu elemente de tip, tablouVI<T> (se poate citi chiar
“tablou sase”), este o cldascu o fungionalitate suficient de bine precizapentru
a nu pune probleme deosebite la implementare. Vedew ulterior & apar totuyi
anumite probleme, din ggate majoresi imposibil de ocolit. Pam atunci, 4
stabilim ing structura claseiablouVI<T> . Fiind, Tn esetd, vorba tot de un
tablou, folosim clasaablou<T> ca tip public de baz Altfel spus,tablouVI<T>
este un subtip al tipulufablou<T> si poate fi folosit oricaAnd Tn locul acestuia.
Alaturi de datele mgenite de la tipul de b&z noua clas are nevoie de:

* Cele dod tablouri auxiliarep si b.

+ TIntregulsb, contorul locaiilor ocupate dinb.

e Elementulvi , Tn care vom memora valoarea implicé elementelor tabloului.

Tn privinta fungiilor membre avem nevoie de:

e Un constructor (constructorii nu se gtenesc), pentru a dimensiona tablourile
si a fixa valoarea implici.

« O fungie (operator) de inializare virtua$i, prin care, in orice momentas
“initializam” tabloul.

e Un operator de indexare.

In mare, structura claséablouVI<T> este urmitoarea:

template <class T>
class tablouVI: public tablou<T> {
public:

tablouVI(int, T);

tablouVI& operator =( T );
T& operator [J(int);
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private:
T vi; /l valoarea implicita

tablou<int> p, b; // tablourile auxiliare p si b
int sb; /l pointer in b

I3

unde operatorul de atribuire este cel care realizeimntializarea virtuad a
tabloului.

Indexarea este opeaia cea mai dificil de implementat. Dificultatea pine din
necesitatea de a-i conferi acestui operator otionalitate similaé celui din clasa
tablou<T> , Tn sensul de a putea fi folosit atat pentru retwea valorii
elementelor, casi pentru modificarea lor. Pentru a nu complica Tedminutil

implementarea, convenim ca primul acces la fiecatement § implice si

initializarea elementului respectiv cu valoarea impiici In consecir,

modificarea valorii unui element se realizégzrin simpla returnare a refetmi

elementului. Operatorul de indexare este implemeasifel:

template<class T>
T& tablouVI<T>::operator [J(inti) {
static T z; // elementul returnat in caz de ero are

/I verificarea indicelui i
if(i<0[li>=d){
cerr << "\n\ntabloulV -- " << d
<< "rindice eronat: " << i << "\n\n";
return z;

}

/I returnarea valorii elementului i
intk=p[i];
if(0<=k & & k<=sb&&b[k]==1i)
/I element deja initializat
return afiJ;
else
/I elementul se initializeaza cu valoarea impli cita
return a[ b[ p[i]=++sb]=i]=vi;
}

Operatorul de atribuire implementat mai jos poateoficand invocat pentru
initializarea virtuad. Argumentul lui este valoarea impligitasociai tuturor
elementelor tabloului:
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template<class T>

tablouVI<T>& tablouVI<T>::operator =( T v ) {
vi=v;sh=-1;
return *this;

}

De asemenea, putem realiza tializarea virtuali si prin intermediul
constructorului clasetablouVI<T>

template<class T>
tablouVI<T>::tablouVI(intn, T v):

tablou<T>(n), vi(v), p(n),b(n) ,sb(-1){
}

Operdiile de initializare a obiectelor prin constructori constitwiea din cele mai
bine fundamentateapti ale limbajului G++. Pentru clasdablou<T> , initializarea
elementelor tabloului este ascdrs constructorul

template<class T>
tablou<T>::tablou( int dim ) {
a=0;v=0;d=0; //valoriimplicite
if (dim>0) /I verificarea dimensiu nii
a=new T[d=dim]; // alocarea memoriei

}

constructor invocat prin lista detializare a membrilor din constructorul clasei
tablouvVI<T> . Mai exact, expresianewT[d] are ca efect invocarea
constructorului implicit al tipuluiT, pentru fiecare din celd elemente alocate
dinamic. Acest comportament (absolut justificat) agleratoruluinew este total
inadecvat unei inializari in timp constant. Ne intréan dac putem doar aloca
spaiul, fara a-l si intializa. Dad& tipul T nu are nici un constructor, atunci
initializarea spaului alocat este inutil, deoarece acest tip admite obiecte
neinitializate. Dar, daz tipul T are cel pun un constructor, atunci Tnseamoa
obiectele de tipT nu pot fi neiniializate si, Tn consecim, este necesar un
constructor implicit (apelabilafa nici un argument) pentru a imliza spaiul
alocat prin new. Astfel, am ajuns la primul motiv pentru care ast#®a
implementare este doar de ng&se: tabloutablouVI<T> este (virtual) infializat
in timp constant, numai dadipul T nu are constructor, altfel spus, dagermite
lucrul cu obiecte neinializate.

Problema pe care ne-o punem acum este n Zughresponsabilitatea verificii
acestei condii poate fi preluat de compilator sau de proiectantul clasei
tablouvIi<T> . Compilatorul poate semnala, in cel mai bun cabseaa
constructorului implicit. Proiectantul nu este niel intr-o situgie mai bun,
deoarece:
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* Nu poate modifica comportamentul operatoruhew astfel Tncat & nu mai
invoce constructorul implicit.

* Prezema (sau absen) constructorilor clasel nu poate fi verificat in timpul
rularii programului.

Solutia este reproiectarea clasei, pentru a s¢nebo variani mai puin naiva. De
exemplu, Tn tabloul propiu-zis, se pot memora adreselementelor,si nu
elementele.

Obiectele de tiptablouvi<T> genereaz necazurisi in momentul Tn care
nceteaz sa mai existe.Stim ca, in aceste situd, se vor invoca destructorii
datelor membrei cel al clasei de baz(in aceast ordine). Ajungem din nou la
clasatablou<T> si la destructorul acesteia:

~tablou( ) { delete [] a; }

care invod destructorul clasel (Tn caz @ T are destructor) pentru fiecare obiect
alocat la adresaa. Efectele destructorului asupra obiectelor care aw fost
niciodat initializate sunt greu de prérxut. Rezuli ci prezena destructorului Tn
clasaT este chiar periculods spre deosebire de prezanconstructorului care va
genera doar pierderea timpului constant deiatizare.

Continuand analiza deficig@lor claseitabloulV <T>, ajungem la banala opera
de atribuirea[i]=vi din operatorul de indexare. Datipul T are un operator
de atribuire, atunci acest operator considebiectul invocator (cel din membrul
drept) deja intializat si va Tncerca &I distruga Tn aceesi maniea n care
procedeaz si destructorul. In cazul nostru, premisa este camitra[i] nu este
initializat, deci nu ne trebuie o opeim de atribuire, ci una de itializare a
obiectului din locaa a[i] cu valoareavi . latdi un nou argument Tn favoarea
utilizarii unui tablou de adresg nu a unui tablou de obiecte.

Fard a mai conta la nota acordatsa obserdm ca operaiile de initializaresi de
atribuire intre obiecte de tifblouVI<T> sunt nu numai generatoare de surprize
(nepkcute), cisi foarte ineficiente. Surprizele sunt datorate downstorilor si
destructorilor claseiT si au fost analizate mai sus. Ineficianse datoredz
faptului & nu este necesarparcurgerea in intregime a tablourilor implicate 1
transfer, ci doar parcurgerea elementelor ftodre de informg@e (initializate).
Cauza acestor probleme este operarea membru cu raémlzlasatablouVIi<T> |
prin intermediul constructorului de copiegieal operatorului de atribuire din clasa
tablou<T>

Concluzia este x tabloul intializat virtual genereaz o mukime de probleme.
Aceasta, deoarece procesul detializare si cel opus, de distrugere, sunt tocmai
elementele imposibil de ocolit in semantica struidbn de tip clag din limbajul
C++. Implementarea prezentatchiar dad este doar de notaase, poate fi
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utilizata cu succes pentru tipuri de date predefinite, saecnu necesit
constructori si destructori. De asemenea, se vor evita opikeade copiere
(initializari, atribuiri, transmiteri de parametri prin val@jrintre obiectele de
acest tip.

10.2.3 t abl ouVl <T> ca subtip al tipului t abl ou<T>

Derivarea publig instituie o relaie speciad intre tipul de baz si cel derivat.
Tipul derivat este un subtip al celui de Baputand fi astfel folosit oriunde este
folosit si tipul de baz. Aceast flexibilitate se bazeazpe o conversie standard a
limbajului C++, si anume conversia de la tipul derivat publitre tipul de bai.

Prin fungionalitatea Iui, tabloul inializat virtual este o particularizare a
tabloului. Decizia de a construi tiptdblouVI<T> ca subtip al tipulutablou<T>
este deci justificat Simpla derivare public nu este suficiefit pentru a crea o
veritabili relatie tip-subtip. De exemplu,asconsided#m urmatorul program pentru
testarea clasdablouVI<T>

#include <iostream.h>
#include "tablouVI.h"

/l declaratie necesara pentru a evita
/I referirea la sablon - vezi Sectiunea 4.1.3
ostreamé& operator <<( ostreamé&, tablou<int>& );

main( ) {
cout << "\nTablou (de intregi) initializat virtua L"
<< "\nNumarul elementelor, valoarea implicit a.."
intn, v; cin>>n>>y;
tablouVi<int> x6(n, v );

cout << "\nIndicele, valoarea (prin indicele -1 s e\n"
<< " modifica valoarea implicita) <EOF>:\n..
while(cin >>n>>v){
if(n==-1)x6=v;elsex6[n]=v;
cout << "...";

cin.clear();
cout << \n' << x6 << '\n’;

return 1,

}

Acest program este corect, dar valorilesafe nu sunt cele care ar trebui fée.
Cauza este operatorul de index@redin tablou<T> , operator invocat in funia



Sectiunea 10.2 Tablouri initializate virtual 267

template <class T>
ostream& operator <<( ostreamé& 0s, tablou<T>& t) {
int n = t.size();

0s <<"['<<n << "
for (inti=0;i<n;os<<tli++]<<"");
return os;

}

prin intermediul argumentuluit. Noi dorim ca, atunci cand este de tip
tablouVI<T> , operatorul de indexare]] invocat & fie cel din clasa
tablouvI<T> . De fapt, ceea ce u@rim este o legare (selectare) dinamidn

timpul rularii programului, a operatorului]] de tipul actual al obiectului
invocator. Putem afine acest lucru declarandttual operatorul de indexare din
clasatablou<T>

template <class T>
class tablou {

ViI:t.l.,la| T& operator [J(int);
...
h

O fungie declarai virtual intr-o clag de baz este o funge a arei
implementare depinde de tip, in sensdlva fi reimplementat pentru unele din
tipurile derivate. Atunci cand se invd@rintr-o referina sau pointer la clasa de
baz, fungia virtuali permite selectarea variantei sale redefinite peripul
actual al obiectului invocator. In cazul nostru, eoptorii de indexare au fost
redefiniti in clasa derivait tablouVI<T> . Deci, prin declararea ca futicvirtuale
in clasa de baz se realizeax legarea lor dinamic de tipul actual al obiectului
invocator.

Mostenireasi legaturile dinamice sunt atributele necesare progmanorientate pe
obiect. Limbajul G+ suporf aceste faciligti prin mecanismul de derivare al
claselorsi prin funciile virtuale. Un alt element util prograirii orientate pe
obiect este ofinerea de inform@ asupra claselor Tn timpul radii programului
(RTTI sau Run-Time Type Information). lai o situgie simphk, Tn care avem
nevoie deRTTI. Fie urnitoarea funde pentru interschimbarea a dotablouri:

template <class T>

void swap( tablou<T>& a, tablou<T>& b ) {
tablou<T> tmp = a;
a=b;
b = tmp;

}
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Pentru a o invoca, putem utiliza orice argumente tife tablou<T> sau
tablouVI<T> . Nu este n& logic s interschimlm un tablouVI<T> cu un
tablou<T> . Detectarea acestei sitiia(corecti din punct de vedere sintactic) se
poate face numai in momentul &uli programului, prinRTTI Limbajul C++ nu
are faciliati proprii pentruRTTI, dar permite implementarea lor prin mecanismul
functiilor virtuale. Multe din bibliotecile @+ profesionale ofer facilitati
sofisticate deRTTIL Pentru exemplul de mai sus, am implementat o ardti
primitiva de RTTI. Este vorba de introducerea fuilor virtuale tip()  Tn clasele
tablou<T> i tablouVI<T> , fundii care returneax codurile de identificare ale
claselor respective.

template <class T>
class tablou {

virtual char tip() const { return 'T"; }
...
g

template <class T>
class tablouVI: public tablou<T> {
public:
...
char tip() const { return 'V'; }
...

kh

Deci, vom introduce in funia swap(tablou<T>&, tablou<T>& ) secvema de
test a tipurilor implicate:

template <class T>
void swap( tablou<T>& a, tablou<T>& b ) {

if (a.tip() !=b.tip())

cerr << "\n\nswap -- tablouri de tipuri diferit e.\n\n";
else {
tablou<T>tmp =a; a="b; b =tmp;
}
}

Am reuwit, astfel, & prevenim anumite opetfia corecte sintactic, dar imposibil de
aplicat obiectelor din tipurile derivate.

MecanismulRTTI trebuie folosit cu mult discedmant. Este mai bineasprevenim
situaii ca cea de mai sus, decétlge soldionam prin “artificii” (de tip RTTI) care
pot duce la pierderea generatit functiilor sau claselor respective.
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10.3 Exercifii

10.1 Daci toate elementele unui tablou fralizat virtual au fost modificate,
atunci testarea stii fiecarui element prin tablourile si b este inutifi. Mai mult,
spgiul alocat tablourilom si b poate fi eliberat.

Modificati operatorul de indexare al clas@blouVI<T> astfel Tncat & tratezesi
situaia de mai sus.

10.2  Operatorul de indexare al clasdablouVI<T> initializeaz fiecare
element cu valoarea impli@it chiar la primul acces al elementului respectiv.
Procedeul este oarecum ineficient, deoarece mernaargalorii unui element are
sens doar dacaceast valoare este diferitde valoarea implicit

Completai clasatablouVI<T> astfel Tncéat & fie memorate efectiv doar valorile
diferite de valoarea implicit

10.3 Ceea ce difergiazi operatorul de indexare din clasablouVI<T> fata
de cel din clasdablou<T> este, in cele din urin verificarea indicelui:

¢ 1n clasatablou<T> este o vorba de o simpincadrare intr® si d

« 1in clasatablouVvi<T> este un algoritm care necesiverificarea corelgilor
dintre tablourilep si b.

Implementai precedura virtual check(int) pentru verificarea indicelui Tn
cele dod clasesi modificati operatorul de indexare din clasablou<T> astfel
Tncat operatorul de indexare din claablouVI<T> si nu mai fie necesar.

10.4 Implementa constructorul de copiere, operatorul de atribuirfunctia
de redimensionare pentru obiecte detéiouVI<T>






Epilog

De la Tnmutirea “a la russe” p&nla grafurileAND/OR am parcurs de fapt o miic
istorie a gandirii algoritmice. Am pornit de la ndge aritmetice din Antichitategi
am ajuns la modelareatranamentului uman prin inteligea artificiali. Acest
evolutie spectaculoasreflecti, de fapt, evoltia noasti ca fiinte rgionale.

S-ar putea ca pé facuti sa fi fost uneori prea mari. La aceasta a dus d@arin
noasté de a acoperi o arie suficient de largPe de alt parte, estesi efectul
obiectului studiat: elegaa acestor algoritmi impune o exprimare co#icidai
mult, limbajul C este cunoscut ca un limbaj elegaat limbajul C++ accentuaz
aceast caracteristid. Interesant acest fenomen prin care limbajul ianfa
obiectului pe care 1l descrie. Cartea noaséiste, in mod ideal, ea #3$ un
algoritm, sau un program+G-.

Este acum momentulasdezwiluim obiectivul nostru secret: am u#mit ca, la un
anumit nivel, implementareaasfie cat mai apropidt de pseudo-cod. Detaliile
legate de programarea oriertape obiect devin, Tn acest caz, neimportante,
utilizarea obiectelor fiind tot atat de simiplca invocarea unor fumic de
biblioteci. Pentru a ajunge la aceasstimplitate este necesar ca cineva s
construiasg bine clasele respective. Cartea noaséaprezini un prim ghid pentru
acel “cineva”.

Nu putem Tincheia decat amintind cuvintele lui Wist€hurchill referitoare la
batilia pentru Egipt:

Acesta nu este sféitul.

Nu este nici nicar Tnceputul.
Dar este, poate, sfsitul
nceputului.
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